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R. Kinic. Integrale der Riemannschen Transzendenten 


Die Integrale der Riemannschen Transzendenten. 


Herrn Geheimen Hofrat Professor Dr. Max Norruer 
zu seinem 
fiinfzigjihrigen Doktorjubilium am 5. Marz 1918 
gewidmet von 


_Rosertr Konic in Tiibingen. 


Einleitung. 


Die vorliegende Arbeit*) enthilt eine Theorie der Integrale einer 
SKlasse (K) von Riemannschen Funktionensystemen “* Ordnung (Funk- 
Htionen mit gegebener Monodromiegruppe). Sie schlieBt sich unmittelbar 
an die vorangehende Arbeit**) des Verfassers: ,,.Die Reduktions- und Rezi- 
-prozitaitstheoreme bei den Riemannschen Transzendenter“ — diese Annalen, 
Bd. 79 (1918), 8. 76—135 — an und gibt mit dieser und den friiheren 
Arbeiten***) ,des Verfassers iiber diesen Gegenstand zusammen ein in sich 
geschlossenes Lehrgebiude von den Riemannschen Funktionensystemen 
mnd ihren Integralen in dem UmriB etwa, wie es fiir die algebraischen 
Funktionen und ihre Integrale in dem 1. und 2. Teil der Vorlesung von 
WeierstraB iiber ,,Abelsche Transzendenten“ (Ges. Werke, Bd. IV, Berlin 
©1902) oder in den Abhandlungen von M. Noether, ,,Zur Theorie der Abel- 
achen Differentialausdriicke und Funktionen I“ (diese Annalen, Bd. 37 
(1890)) und ,liationale Reduktion der Abelschen Integrale“ (Acta math. 
Bd. 26 (1902)) oder schlieBlich in dem Werk von Hensel-Landsberg, 
»lheorie der algebraischen Funktionen von einer Variabeln“, Leipzig 1902, 
yorliegt. Es wird aber nicht nur sozusagen der klassische Bestandteil 


dieser Theorie auf ein héheres Gebiet verallgemeinert, sondern dieser mit 
seiner Ausdehnung gleichzeitig um wesentlich neue Erkenntnisse bereichert. 


*) Aus Raummangel mufte dieselbe fast auf ein Drittel ibres urspriinglichen 
Umfanges gekiirzt werden. 
**) Ich zitiere sie im folgenden mit K. ,,[X“ 
***) Sie werden mit denselben Ziffern I—VIII zitiert wie in der Einleitung von IX. 
Mathematische Annalen. LXXX. 1 











2 R. Kime 


Das gilt insbesondere von den beiden Sdulen des ganzen Gebietes, den 
Entwicklungstheoremen und den Vertauschungstheoremen. Das Ent- 
wicklungstheorem I, fiir die Funktionen \ehbrt, daB alle algebraisch charak- 
terisierten Elementarfunktionen von einer Variabeln als Entwicklungs- 


koeffizienten der (mit = multiplizierten) Elementarfunktion von zwei 


Variabeln, Argument und Parameter, nach dem Parameter entspringen; 
analog das Entwicklungstheorem II, fiir die Differentiale. WeierstraB 
‘definiert umgekehrt im algebraischen Fall zwei von den Elementar- 
differentialen einer Variabeln, die iiberall endlichen und die Differentiale 
2. Gattang mit zweifachem Pol, als Entwicklungskoeffizienten des Ele- 
mentardifferentials von zwei Variabeln. — Zwischen simtlichen Elementar- 
Funktionen und -Differentialen von (K) und (K) bestehen vier unbegrenzte 
Iil,,, (,,,— 1 
il,,, = Ill,,,) h>0, jedes in ,,gewihnlicher und ,,kanonischer Gestalt. 
Im algebraischen Fall ist II], bekannt; s. die gewéhnliche Form bei Weier- 
straB a. a O. 8. 254 und die kanonische bei M. Noether*), Math. Ann. 37 
S. 448. Sie erweisen sich fiir die Erforscbung der Klasse von tief ¢in- 
dringender Kraft. 

Das Erste ist die Entdeckung und Herstellung sdimtlicher der Klasse 
‘eigentiimlichen einfachsten Funktionen und Differentiale (Integrale). Die Auf- 
gabe ist ebenso wesentlich, wie es fiir Riemann die Aufstellung and Unter- 
scheidung der Integrale 1., 2. und 3. Gattung war. Nach Wabl von vier ,,Cha 


Serien von Vertauschungstheoremen 1,.,, U,.,, 1 


h+1? h+1 A+t1 h+1) 


’ 


rakterisierungsdivisoren“ IM, R; Mt, R, die absolut nétig sind, sind alle 
Bildungen im folgenden eindeutig charakterisiert. Das ,;lnventar‘ der 
Klasse (K) sozusagen besteht dann aus Folgendem: 

A) den Elementar-Funktionen und -Differentialen von einer 
Variabeln. Ihre Existenz folgt aus dem 1. Anzahltheorem, ihre Herstellung 
gelingt auf algebraischem Wege, wenn iiberhaupt eine Klassenbasis ge- 
geben ist. Es mag besonders hervorgehoben werden, daB es sich nicht 
nur um die zu einer ,gewdhnlichen“ Stelle Dd; auf den E; (¢=1,2,---,n) 
gehérigen handelt, sondern auch um die zu den Stellen von M, N, Me, Ve, 
4%, B. gehdrigen. — Aus diesen unendlich vielen Elementarfunktionen 
sondern sich zwei Arten von je endlich vielen aus, die Stammfunktionea 
der Art la und 2, welche in den Vertauschungstheoremen der Art I, ,, 
und II,,, auftreten und zwar bekommen wir entsprechend den verschie- 
denen Stufen derselben fiir h = 0, 1, 2,--- auch verschiedene Stamm- 
funktionen der Stufe (h+1) und Art la baw. 2. Die Funktionen 
einer Art und aufeinanderfolgender Stufen sind aber nicht etwa blob 


*) Die folgenden Zitate von M. Noether beziehen sich immer auf diese Arbeit. 
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Ableitungen voneinander! Ebenso zeichnen sich unter den unendlich 
vielen Elementardifferentialen zwei Arten von je endlich vielen aus, 
die Stammdifferentiale der Art 1b und 3, welche in den Ver- 


tauschungstheoremen der Art I,,, und III,,, auftreten und zwar be- 
kommen wir hier ebenfalls verschiedene Stufen fir h = 0,1, 2, ---, wo- 
fir dieselbe Bemerkung gilt. Im Ganzen bekommen wir so vier Arten 
von Stimmen (von Funktionen, Differentialen, Integranden, Integralen, 
Integralperioden); von jeder Art je eine unendliche Serie verschiedener 
Stufen. Jeder Stamm besteht aus drei Teilen. Besonders wichtig ist 
Stufe 2. Im algebraischen Fall geht der Stamm der Art 3, Stufe 2 
fiber in ein Fundamentalsystem fiir die Differentiale 1. und 2. Gattung. 
Besonders wichtig ist noch die Entdeckung der Stammzahl in § 5. 


B) Den Elementarfunktionen E\\+"(z, x) und Elementardifferen- 


tialen ~ or ate e der Stufe (h+1) — h=0,1,2,--- — von 


>“) 


yh +1),, 


twei Variabeln, dem Argument ¢ und dem Parameter x. In Abhiingig- 


keit von x gehéren sie zur Klasse (K). Ihre Aufstellung fiir h = 0 habe 
ich friiher explizite gegeben*); die héheren Stufen fiir h = 1, 2, --- ent- 


stehen durch Ableitung nach dem Parameter (Ableitungstheorem I 


h+1 
und II,,,). 


Auf die 1. Stufe (kh = 0) beziehen sich die fundamentalen Entwick- 
lungssiitze, wovon oben die Rede war. 


C) Den vier Arten von algebraisch kanonischen Funktionen bzw. 
Differentialen 


E+) (2, 2; 1a), EG+))(s, 2; 2), 
dF}, * *’(2, x; 1b) dz a FY TY (ez, aw: 8) dz h 0, 1, 2,---. 
dz dt’ dz di 


Sie entstehen aus B) durch Hinzufiigung einer Produktsumme aus den 
fiberall endlichen Funktionen bzw. Differentialen von (K) und den Funk- 
tionen von (K), womit diese in den Vertauschungstheoremen der Art I, II 
bzw. 1, III multipliziert erscheinen. Sie sind in Abhingigkeit von 2 Funk- 
tionen von (K), im algebraischen Fall also algebraische Funktionen, was 
die Bezeichnung ,,algebraisch“ kanonisch rechtfertigen mége. Die ver- 
schiedenen Stufen einer Art sind nicht Ableitungen voneinander.**) 


*) S. IIl., auch V. Im algebraischen Fall entsprechen die Differentiale den 
»Normalformen* von M. Noether, a a. O. § 6-u. 7. 


**) Die letzte Serie entspricht im algebraischen Fall den ,,kanonischen** Formen 


von M. Noether, a a. 0. § 9 


1 * 








4 R. Kiéwie 
D) Den Differenzen 
Sed 
h) . aa (h) ( Wh) fo» - 
E™ (2, 2,2.) = 5 Et 2, Z,) — EW (2, 2,)] 


das’) (z, x,2,) dz _1/4dFiP@.2,) dz dF, x) de 


dz dt h dz dt dz dt 


= 4 





h— 1,9, -< 


E) Den vier Arten von transzendent kanonischen Funktionen 
bzw. Differentialen: 


(h) ‘ (hk) de ye 
Ei? (2, 2,23, la), EW (2, 2X33 =) 
das) (<, %, 2%; 1b) dz da", Z, ©, %_; 3) dz h =1,2,---. 
dz dt’ dz dt 


Sie entstehen aus D) abnlich wie ©) aus B); sind aber in Abhingigkeit 
von « (z,, Z,) nicht Funktionen, sondern Integrale von (K), hiingen also 
im algebraischen Fall nicht algebraisch, sondern transzendent von den 
Parametern ab, was die Bezeichnung ,,transzendent“ kanonisch rechtfertigen 
miége. Die Stufen einer Art sind wiederum nicht blobe Ableitungen von- 
einander. 

In D) und E) hat man sich die Stelle z,,k aus der Stelle z,,k 
durch stetige Veriinderung lings eines Weges hervorgegangen zu denken; 
wird daraus insbesondere ein geschlossener (Perioden-)Weg o,, so erhiilt 
man, wofern es einen solchen in (XK) iiberhaupt gibt,*) 

F) die vier Arten von tiberall endlichen, zu o, gehorigen Funk- 
tionen bzw. Differentiale 


h h 
. a , x. 9 
Vio \23 la), Vi,a,(23 2) 
day") (2; 1b) dz dot”), (23 8) dz h=1, 2,--- 
dz at ’ dz di 


Der weitere Gegenstand der Arbeit ist nun die Erforschung der Inte- 
grale dieser Funktionen. . 

Im L Abschnitt behandle ich die Reduktion derselben (Reduk 
tionstheorem der Arten Ya, 2, 1b, 3 und der Stufe 2). 


(1) 


Im HUI. Abschnitt studiere ich die Integrale jas dz und 


ts 

° (1 

GF}, (2, x . ee te . P 
= dz sowohl in Abhangigkeit von z als auch von z direkt, 
p g 
z, 


was zu den Integraltheoremen I—IlV fiihrt. 
Im IV. Abschnitt ziehe ich fiir die Erforschung der Integrale aller 
unter B)—F) angefiihrten Funktionen bzw. Differentiale die Vertauschungs- 


*(Man beachte aber die einschriinkenden Voraussetzungen tiber Wege in § 6. 
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theoreme der vier Arten I, II, 1, II] heran, was 5 <4 Serien von Inte- 
graltheoremen (V,,,—XXIV,,,) je in gewdhnlicher und in kanonischer 
Form liefert. Die Theoreme XVII,—XX, in gewéhnlicher Form geben 
insbesondere eine tiber die Integralreduktion von Abschnitt I noch hin- 
ausgehende Periodenreduktion; die Theoreme XXI,,,—XXIV,,, in ge- 
wohnlicher Form Verallgemeinerungen der beriihmten WeierstraSschen 
Bilinearrelation zwischen den Perioden der Integrale 1. und 2. Gattung. 


/ 


I. Abschnitt. 
Funktionen und Differentiale. 


S$ 1. Stammfunktionen und Stammdifferentiale. 


Ich betrachte wieder eine nicht zerfallende Klasse (K) von Riemaun- 


schen Funktionensystemen n“™ Ordnung y = (¥,, ¥,°°* ¥,), Welche ich 
mir in der wie nebenstehend zerschnittenen Oo 

s-Ebene E’ bzw. in » iibereinanderliegenden 

Blittern derselben E,; eindeutig ausgebreitet ~/, 


denke Ich mache die vereinfachende Annahme, 


da8 bei den Verzweigungsstellen a keine mehr- a 


@, s 


gliedrigen Ketten vorkommen und bediene mich 
im tibrigen aller Festsetzungen, Begriffe, Bezeichnungen und Satze, die 
ich in 1X gebraucht und entwickelt habe. 


Es handelt sich im folgenden um die Integrale 


| A ds) . 


i 


fyde=(fyds--. 
Alle Funktionen in (K) bzw. (K) konnten durch mit Hilfe zweier Divi- 
soren Mt, N bzw. Mt, M charakterisierte Llementarfunktionen eindeutig 
dargestellt werden, ebenso alle Differentiale von (K) bzw. (K) durch mit Hilfe 
von IM, R baw. M, MN charakterisierte Elementardifferentiale. Letztere 
geben zu den Elementarintegralen von (K) baw. (K) Veranlassung. 


Aus der unendlichen Mannigfaltigkeit der Elementar-Funktionen und 
-Differentiale heben sich gewisse Gruppen von je endlich vielen als be- 
sonders bedeutsam heraus, die ich Stammfunktionen und Stammdiffe- 
rentiale nenne. Ich unterscheide sie nach Arten, je nachdem sie’ aus 
einem Vertauschungstheorem 1., 2. oder 3. Art entspringen, innerhalb 








6 R. Kénie 


Arten wieder nach Stufen, je nach der Stufe des sie enthaltenden Ver- 
tauschungsthéoremes. Ich gebe zunichst eine Aufstellung dieser Stimme 
fir (K); ihre Bedeutung wird durch die Siatze der folgenden Paragraphen 
klar werden. 

Vordem zerlege ich die Gesamtheit der ms bei den a,, dy, ---, a, 
libereinanderliegenden Punkte in A” + A; fir A ist «,— 0, fir AM 
ist e,— 1 und ns=A,+A,. Weiter setze ich YU — A+ W* A, =A, +A,,, 
wobei fiir A” mit «, = 0 gleichzeitig a, = 0, fir UW a, — ia,” +0 ist. 


Stammfunktionen der Art la: 
l. Stufe: gibt es keine. 
2. Stufe: die t zu RN gehérigen g\")(z) 
wm 





pa 6 . M ‘ € (2, m,), 
Rx 
» ns—A, , A— AM ‘. €((z, a,), 
MR 
(h+1)* Stufe: ,, t 9 M - yi" (2), 
R 
h>1 i 6 . M a €"+(z, m,), 
WR 
» h(ns—A,),, U— A » Ez, a,), ---, EM(e,a,). 
M,R MR 


Sie geben zu den Stamm-Integralen (-Integranden, -Differentialen, -Perioden) 
der Art la Veranlassung. 


Stammfunktionen der Art 2:*) 
1. Stufe: die + zu MN gehédrigen g"(z) 


—— oa » E(z, ny), 
rn A, & 4 E(z, a), 
aa. .¢ >. "4 y")(z) 
e F » ® ; E("(¢, ity), 
(Ay » ww » E(z, a), 
"2A, » 2 - EM(z, a), Ee, a), 
(h+ 1)" Stufe: entsprechend. 


hol 


Sie geben zu den Stamm-Integralen (-Integranden usw.) der Art 2 Ver- 


anlassung. 


*) Der Einfachheit balber lasse ich hier und im folgenden M, N, M, NR weg. 
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Stammdifferentiale der Art 1b: 


1. Stufe: gibt es keine, 


. 5 . n> 1 (mi) 
2. Stufe: die 6 zu M gehérigen “™! (2 


_ 
7 a %Xz,, ity) 
s) _ 
t ‘ M 9 dt , 
a goo ay! (z,, aj) 
” ns Avo ” Aa ” dt ’ 

(A+ 1)” Stufe: entsprechend. 

" - : dyu™ (z 
Sie geben zu den Stamm-Integralen, -Integranden = -Funktionen wT 
usw., -Perioden der Art ib Veranlassung. 

Stammdifferentiale der Art 3: 
1. Stufe: * di mm WM gehdrign 4%“ 
. Stufe: ‘die o wu gehérigen ai 
AK” (z,,"m,, 
a ee ae ———, 
Qn x aS (2,, Poo j) aS!” (2, Peo) < 
” - ” ‘oo ” dt ? dt e. 


Mit ¥. ist die Gesamtheit der » bei p..(¢ = co) iibereinanderliegenden 
Punkte bezeichnet. 


d ya (2, 


2. Stufe: die o zu M gehdrigen er 
M aS (z,,m,,) 


a ae dt? 
aS” (z,; a’ } 
0; ‘ j 

» esi) ce » dt , 

(h+ 1)” Stufe: entsprechend. 
h>1 

Aus ihnen entspringen die Stamni-Integrale, -Integranden = -Funktionen- 
dy\™ (2) 


a (UY -Perioden der Art 3. 


Analog lauten die Stéimme fiir (K). Charakteristisch ist, daB jeder 
Stamm aus drei Teilen besteht, 1. den tiberall endlichen Funktionen und 
Differentialen, 2. gewissen zu einem Charakterisierungsdivisor, und 3: zu 
UW (bzw. B_) gehdrigen Funktionen und Differentialen. Es kann der eine 
oder andere Teil fehlen, wenn eine der Zahlen 1, 7, 6, & gleich Null ist, 


wobei N, R, M, Me in Wegfall kommt. 








8 R. Kise 


§ 2. Funktionen und Differentiale mit Argument und Parameter. 


AuBer den Elementar-Funktionen und -Differentialen von einer Va- 
riabeln habe ich — in weitgehender Verallgemeinerung der Weierstrab 
schen Grundfunktion H(ry, zy’) bei den algebraischeri Funktionen — die 
von zwei Variabeln abhiingenden EKlementar-Funktionen und Diffe- 
rentiale (h+ 1)" Stufe aufgestellt*) 

oF ee 2) h=0, 1, 2,- 
E+ (a, 2); 28 de i ik=1 sous 
Mm, R »2, 77 


wobei EF in Abhiangigkeit von dem Argument z der Klasse (K);:von dem 


- = = i} 
Parameter x der Klasse (K) angehért, ebenso a 


Jetzt entsteht die Frage nach einer vélligen Beherrschung der funk- 
tionentheoretischen Natur von 


2 rs: 2 Ts: 
. . 


: “dRMtt Zz, 2) 
/ Et (8, 2) dz, / --+ ax; | - = dz, | -+- az 


Abgesehen von dem 1. Fall fiir h = 0, den wir direkt erledigen, wird 
sich uns dieselbe aus den Vertauschungstheoremen mit einem Schlage er- 
geben. Vordem will ich jedoch noch andere Funktionen von zwei Va- 
riabeln aufbauen, deren Bedeutung sich wieder durch die folgenden Siatze 
erweisen wird. , 

Ich fiige zu E+") der Reihe nach den Stamm der Art la und der 
Stufe h + 1 und zwar jeweils mit den Koeffizienten, wie sie in dem Ver- 
tauschungstheorem der Art 1 und Stufe + 1 auftreten und erhalte da- 


darch die 


,»algebraisch kanonischen Funktionen der Art la 


Stufe 1: 
aX,” (a, n,) 


me ST RM ae 
in 2: E® (2,2; la) = Ei? (z, 2) + S i gy (2), 
—— ae 
RR M.R - 


7 Oe ~ agit (a, u,) 
wy (h+1): Et (2,2; la) = Eft (2,2)+ (—1) ») dx -p\ (2) 
& 


Indem ich in abnlicher Weise den Stamm 2 adjungiere, erhalte ich die 


*) S. III. Vgl. im algebraischen Fall M. Noether, a. a. O. §6—8. E{\(z, x) ent- 
spricht der Noetherschen Funktion P;,(x; a,, a,,---,@,) 8. 444. MR 
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yalgebraisch kanonischen Funktionen der Art 2:“ 


- a . V*(1) - & ae , , G(1)/ \/ 
Stufe 1: Efp(s, x; 2) — E{p(s, x) — . EM (a, n,) - p(a), 
M, RK; Me, R M,N a R, K R 

ye 
9. W(M)(e me § (2 . ' G(2)(+ 
. 2: EM(z, 2; 2) = E®(e,z)+ > E(x, n,)- p™(e), 
— 
(R 

» (h+1): entsprechend. 

Auch zu den Elementardifferentialen von zwei Variabeln sollen ana- 
log die Stimme der Art 1b und 3 hinzugefiigt werden; hierdurch erhilt 
man die 

ytlgebraisch kanonischen Differentiale der Art 1b“ 
Stufe 1: 


dF (z,, 2; 1b a FS) (z,, @ dy™ (z) 
¢ R, we R, M “X) 2) : M 
,. aus 7 
2 a = ai + a €,'(2, ms) ay 


ae 
Mm) 

» (A+1): entsprechend 
und schlieBlich die 


yalgebraisch kanonischen Differentiale der Art 3*: 


d Fi (e, az; 3) d Fi) (z,, xr) d ie (x, iit) d apy? ( £,) 
Stufe 1: ==°"=® R, M ~ NYRR sR 
, dt dt yA dz dt 
m) 
(h+1): d Ft 2: 8 z dF Dig, a) 4 (—1)+1 was; Dy tits ayM(E,) 
. t : dt dt ! ae, dx dt 
he , m) 


Fiir die Klasse (K) sind die entsprechenden Ausdriicke zu bilden. 

Das Charakteristische an diesen neuen Funktionen ist, da8 zur Ele- 
mentarfunktion E+" (g, 2) eine bilineare Form der Stiimme tritt, welche 
eine tiberall endliche Funktion des Argumentes ist, so daB dadurch das 
Verhalten von E{'*+(g, 2) in bezug auf ¢ nicht alteriert wird, waihrend 
dasselbe in bezug auf x dahin abgeindert wird, daB die Singularitét 
(h'+ 1)** Ordnung bei 9 genau aufgehoben und dafiir nur eine solche 
1. Ordnung bei i bzw. IM tritt: aihnlich bei den neuen Differentialen.*) 

a F{?)(z,, x; 8 
RT; N/M 
dt 

Integral das Integral 2. Gattung mit dem einzigen variablen Pol 1. Ord- 


nung ¢ = 2,i=k, wenn man N—%, M — M wablt.**) 


Im algebraischen Fall wird. aus bzw. dem zugehdérigen 


*) 8. die Entwicklungstheoreme I, und IJ, in Ill, V oder IX. 
**) S. Hensel-Landsberg, a. a. 0. 33. Vorlesung und M., Noether, a. a. O. 8. 448; 
¥(2)/ 
aF yy pe wat i entspricht der Noetherschen Funktion H:(z). 
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§ 3. Die Vertauschungstheoreme. 


Dieselben habe ich in 1X in gewéhnlicher Form gegeben und deute 
sie jetzt in kanonischer Form an: 


Art 1: dF. : 
ki > ~ 
. Mm 
Stufe 1: E{)(z, z) a dz 
M,N . 
~~ 1 Pet, z: 
m(h+1):  Efgt(s, 2; 1a) = (— 1+ 10) 4 ES, 
h>1 u 
Art 2: 
Stufe 1: 
7 * , 1 
m(h+1): — E+0(s, 2; 2) — (— 1)** BE +(e, 2; 2) +5 > -- 
h>1 M,N; M, R M, RK; M,N “SD 
Art 3: 
Stufe 1: 
a Ftc, x; 3) a FM + x, 2; 3) 
, RM; RM . _ 141 MRM 
— dz \ 1) dx 
= 1 
+(-1),, >'---. 
h! aod 


(a) 


§ 4. Die Integralreduktionstheoreme der Stufe 2. 


Bildet man in den vorstehenden Identititen in z, und z, an jeder 
Stelle die Entwicklung nach ¢ und t und sucht mit Hilfe der Entwick- 
lungstheoreme die Koeffizienten der Potenzen ¢” und ft’, so erhalt man 
aus den drei Arten von Vertauschungstheoremen sechs Arten von Reduk- 
tionstheoremen, welche sich jedoch nur auf vier wesentlich verschiedene 
reduzieren, da Red.-Th. II (¢”) und (r*), ebenso Red.-Th. III (¢) und (r’) 
dasselbe, nur fir (K) und (K), geben. 

Ich gehe nochmals auf diese Theoreme, aber nur auf die 2. Stufe, 
niher ein, da hierdurch die grundlegende Frage nach der Zuriickfihrung 
eines beliebigen Integrals auf einfachste Bestandteile eine tief eindringende 
Beantwortung erfahrt, welche spiter noch durch einen Periodensatz er- 
ganzt wird. 

Ich nehme. also Vert.-Th. I, und suche den Koeffizienten von rt’ in, 
der Entwicklung nach Potenzen von rt: 





Re 
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1. an der gewéhnlichen, von M, MN, A, P. verschiedenen Stelle d,: 
Z, =—@d+f: 


, d 
'(s>0):(s+1)E¢*+(z,d,) = — — ae" (2, D5) + Stamm der Art 1a, Stufe 2, 
2. an einer Stelle von M: 2, =m +t: 
r®: 0, 
t*(s>1):(s +1) €¢+%(z, m,) = — ~ E+ (2, m,) + Stamm, 


3. an einer Stelle von N: z, =n +r: 


zt *:0, 
d , 
(1) t*: 2g {"(e) — >| 0 »(2,) | oe +2 \e Lg (2,) |; EY (z,a,), 
(®’) j=1 
d 
t*(s >0): E**%(z, n,) = - az © (¢, 0,) + Stamm, 
4a. an einer Stelle a? von YU: z, =a +r: 
e*:@ 
. d 

t*-(s>0):(—a,+8+1)E"t%(z, a}) — — 5 Et (2, a}) + Stamm 


a 


4b. an einer Stelle a} von MW: 2, =a+r: 
t?:0, 
t*~' (s>0): analog, 

5. an einer Stelle Po; VO ¥.: z, 

(2) tr: x E{)(z, p.;) = Stamm, 
t(s>1): (8 +1) Ez, py) = r €y*"(z, px;) + Stamm. 

Das Ergebnis dieser Untersuchung kénnen wir in die Sitze zusammen- 

fassen (Reduktionstheorem der Art la Stufe 2): 

1. Zwischen den Funktionen des Stammes der Art la Stufe 2 be- 
stehen t + » Relationen ((1), (2)) derart, daB eine lineare homogene Ver- 
bindung derselben mit konstanten Koeffizienten gleich der Ableitung einer 
Funktion der Klasse wird.*) 

2. Simtliche Funktionen von (A) lassen sich reduzieren: 1. auf den 
Stamm la Stufe 2, 2. auf die nur Pole 1. Ordnung besitzenden Funk- 
tionen (2, D5), wo dD; + M, N, U, PB. ist, E(z, n,), EM(z, af®); 3. die 
Ableitung einer Funktion. 

5. Simtliche Integrale von (K), deren Integranden nirgends auBer 


*) Es ist nicht ausgeschlossen, da® die Relationen ganz oder teilweise identisch 
erfiillt sind. 
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bei M, B., U*, W' eine von Null verschiedene (—1)* Potenz in der Ent- 
wicklung aufweisen, lassen sich reduzieren auf den Integralstamm der 
Art la Stufe 2 und eine Funktion von (XK). 

4. Die Periode eines beliebigen Integrals von (K) mit der in 3, er- 
wihnten Eigenschaft ist eine lineare Kombination der von demselben 
Weg herriihrenden Stammperioden der Art la Stufe 2. 

Nimmt man das Vert.-Th. Il, und sucht wieder den Koeffizienten 
von rt’, so erhilt man entsprechend das Reduktionstheorem der Art 2, 
Stufe 2; ebenso von Vert. 1, bzw. II] ausgehend und den Koeffizienten 
von ¢ suchend die Reduktionstheoreme der Art 1b, Stufe 2 und der 
Art 3, Stufe 2. Das letztere mag wenigstens angedeutet werden. Der 
Koeffizient von ¢# in ILI, wird 


1. an der von Mt, Mt, R, RN, A, PB. verschiedenen Stelle d,: = dt: 


ayy *® (a, d5) d 


+(e b.) + St 3, Stufe 2 
= da’ 2, 0s) + Stamm der Art 3, Stufe 2, 


U(r =9):(r+1) 


2. an einer Stelle n, von M: z,—n + t: 


t (r>0): analog, 


3. an einer Stelle ii; von M: z,=— +t: 
n 
- (im) ; . ~ = (1) 0 
(3) t-!: q p\t)( x) ST RMG ) a) : — gs a” oS (x y | 28 x, aj) 
dx’! — “ . de dx — > - as) J z/ |e dx 
wt j=1lje= 
dB +” (x, itr) d 


t(r>0):(r+1) & aed C3 it;) + Stamm, 


dz ~ da 


4. an einer Stelle m, von M: z,—»m +t: 
?:Q &*:0, 
'(r>0): analog wie 1, 

5. an einer Stelle im; von M: 4 =m +t: 
f® : 0, 

((r>1): analog wie 1, 

6a. an einer Stelle a? von UW: z,—a +: 

§-*2@ 


? 
(r+ 2 


U(r >0):(a,+r+ 1) 7: 


v 
(x, aj) ad x(r+1) _ 
= — —— &;*”" (2, a?) + Stamm, 
dx dz tes 
. . " a 
6b. an einer Stelle a, von UW: 4,=a-+ t: 


(ry >— 1): analog wie 6a, 
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& ; . % 1 
i. an einer Stelle p., von B.: z, ; 


s(ir+2 
dX} (x, Poo,) 


f(r >Q0): (r+1) 
da 


d Wri) ~ 
=— ~ &f*"(z, p..) + Stamm. 

dz J 

Das liefert die Saitze (Red.-Th. der Art 3, Stufe 2): 

1. Zwischen den (A) angehdrenden Integranden der Art 3, Stufe 2 
bestehen die t Relationen (3), welche (ganz oder teilweise) identisch er- 
fillt sein kénnen. 

2. Siimtliche Differentiale von'(K) lassen sich reduzieren 1. auf den 
Stamm der Art 3, Stufe 2, 2. auf die nur Pole 1. Ordnung besitzenden 


eh -. aS (x,, dg ian ae aX) (x,, my) 
Differentiale = *, wo ds + Me, Mi, N, N, VU, Bu ist, a , 

1 " =(1 =(1 ) (1) 00 
AS, (xy, Hie) AR (x,, ir) ABL(a,, Pos) AR, (we, ay). 3. auf die mit *” 
dt 4 dr ’ dt ’ dt ? , drt 


multiplizierte Ableitung einer Funktion der Klasse. 

3. Simtliche Integrale von (K), deren zugehérige Differentiale nirgends 
auBer bei Xt, 2%°° A! einen von Null verschiedenen Koeffizienten der 
(—1)*" Potenz haben, lassen sich reduzieren auf den Integralstamm der 
Art 3, Stufe 2 und eine Funktion der Klasse. 

4. Analog wie oben. 

Die Aufstellung der Reduktionstheoreme der Stufe h + 1 fiir h >1 und 
dey Art 1a, 2, 1b, 3 muB der Kiirze halber leider unterbleiben. 


§ 5. Die Stammzahl der Klasse. 

Man beweist: Zwischen den 6 + 6 + A,, Stammdifferentialen der Art 3, 
Stufe 2 von (K) bestehen keine linearen homogenen Relationen als die t 
oben (3) gefundenen. Ist ihr Rang ‘gleich 90 (0<o<T), so lassen sich 
@ Stémme durch die tibrigen und die Ableitung einer Funktion von (K) 
ausdriicken und es verbleiben 6 + 6+A 


0, — 9 =z ,trreduzible® Stimme 


‘der Art 3, Stufe 2. Abnlich erhalt man fiir die Art 1b eine Zahl Z;y. 


Es folgt 2; = a1» = 2. 
Diese der Klasse (K) eigentiimliche Zahl % nenne ich die Diffcren- 
tial-Stammzahi von (K). Analog a fiir (K). Im. algebraischen Fall 


wird 2 = x = 2p. 


‘ 
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Il. Abschnitt. 


Die Integrale der Funktionen von einer Variabeln. 


§ 6. Integrale und Wege. 
Ein beliebiges Funktionensystem y = (y,, y¥,,---, y,) von (K) gibt 


zu n Integralen J = (J,, J.,---, J,) = (fy, dz,---, { y, dz) Veranlassung, 


die ich wie WeierstraB*) definiere, zunichst innerhalb der E; (i=1,2,---,n), 
dann auch fiir Wege, welche auf der (bzw. den m) zu (K) gehérenden 
Riemannschen Fliche Ry verlaufen. Jedoch sollen im folgenden nur solche 
Wege und insbesondere nur solche geschlossenen Wege (= Periodenwege) 
betrachtet werden, welche aus den  urspriinglichen Blattern nicht heraus- 
fihren. Im algebraischen Fall hat jeder Periodeuweg diese Eigenschaft; 
ob es im allgemeinen Falle welche gibt, bleibt dahingestellt — auBer den 
innerhalb eines einzelnen Blattes EF verlaufenden ,,uneigentlichen“ Peri- 
odenwegen natiirlich. 

Erstreckt man das Integral innerhalb FE, von einem festen Punkt 
nach zwei gegeniiberliegenden Randpunkten eines von 0 nach a fiibren 
den Schnittes, so besteht eine Beziehung 

J+=AJ~+ U4, 

wobei fiir die Matrizen A und & die topologischen Relationen statthaben 

A® AG)... ADAM = E, 

A®..- AMYO + AM... APY) 4... 4 AOYe-Y 4 YO — O 

Zur linken Seite tritt noch eine Summe 

Met) 4 Yer) 4... 4 Os, . 
wenn es noch Punkte a,,,, 4,,.,:°*,@s gibt, fir welche eines oder 
mehrere der y,dz ein von Null verschiedenes Residuum haben und wir 
diese Punkte (in demselben Sinn wie a,, a,,---, 4, aufeinanderfolgend) 
durch je einen Schnitt mit O verbinden (£,”). 

Was die Elementarintegrale betrifft, so ist 1. ibr Verhalten an jeder 
Stelle z,, 7% oder z,, i durch das Verhalten des zugehérigen Differentials voll- 
stindig gegeben; 2. kennen wir verméige des Reziprozitiitstheoremes 1. Art 
1. Stufe**) genau das Residuum an den Stellen von Xt und damit die zu 
einem uneigentlichen Periodenweg gehérigen Perioden; 3. reduzieren sich 
die zu einem eigentlichen Periodenweg gehérigen Perioden auf die in § 4 
genannten. 


*) S. a. a. O. 14. Kap. 
**) 8. IX. S. 127 
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§ 7. Transzendent kanonische Funktionen und Differentiale. 


Mit Hilfe der Stammintegrale kénnen wir nun aus den Elementar-’ 
Funktionen und -Differentialen mit Argument und Parameter neue wich- 
tige Bildungen herstellen, die ich zum Unterschied von den friiheren 
,transzcndent kanonisch* nenne, weil sie in Abbiangigkeit von dem Argu- 
ment wohl wieder durch Adjunktion der verschiedenen Stammfunktionen 
entstehen, aber mit Koeffizienten, welche nicht Funktionen, sondern Inte- 
grale der komplenientiren Klasse sind. Es sind das die folgenden: 


Transzendent kanonische Funktionen der Art 1a: 


— 1 f° wens 7 
Stufe h: ef) (2, 21, 2; La) = > | E®(z, 2.) — Ew(e, z,)| 

~ —- MR M 

(h > 1) M,N y 
2 d¥!t (a, n, 
a R, We 
4+. (— 1)*+! / dz + o™(z).*) 
Ps dx ad oi 


“ 2, 


Fiir einen geschlossenen Polygonzug o, auf Ry wird bei analytischer 
Fortsetzung lings desselben 


Ole x we oe (h) et L le « » a 
(2, 21, Zy; la) + eP(2, y, Zy; la) +--+ + ele, 7, Z,; la) 
wT a h+1 
a+ 1 d&,.'* (a, n,) (n (A) 
=(—1~1 9 | Bi : dx-@i"(s) = 0”, («, 18), 
So as R M,N 


welches die zu 6, gehdrige, tiberall endliche Funktion der Art la 
und Stufe h (h>1) darstellt.**) 
Transzendent kanonische Funktionen der Art 2: 
Stufe h: (2, 2, X_3 2), 


(h>1) M,N; WR 


Ca 


’ , h+1 
analog mit Hilfe von / &, * (2, u,)da und g\"(z) 


M,R x 


e ist zuniichst nur eindeutig Cefiniert, wenn die n Blitter HE, auBer von O 


nach den a auch nach allen Stellen von 2 zerschnitten werden und das Integral von 


einem festen Punkt x,,k auf dem k** Blatt nach einem andern Punkt « 


» k des- 
selben Blattes innerhalb der so zerschnittenen Ebene erstreckt wird. Der Einfachheit 
halber behalte ich obige Schreibweise — hier ebenso wie bei allen folgenden der- 
artigen Bildungen — auch fiir allgemeinere Wege bei, wobei jedoch immer an die 
Festsetzung in § 6 zu erinnern ist, 

**) Uber die Existenz eines solchen 6, mit nicht verschwindendem v unter der 
Voraussetzung von § 6 wird nichts ausgesagt; ebenso im folgenden. 
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die zu 6, gehirige, iiberall endliche Funktion der Art 2, Stufeh 


(A) 
Vi (2, 2). 


R;: MR 


Transzendent kanonische Differentiale der Art 1b: 


M, R 


deol) (z,, 2, , ty; 1b GF (2,2) @FP(z,, 2) 
. KR, M 1 | RM RM 
tufe A: _ oi. ’ 
S - h di h di dt 
ti — 
os dy™ (z, 
. 7 mh +1 IM 
+ (—1)+*! S | &; (a, it; )dz - 
mt > dt 
1, we 
Fiir 6, wird wieder 
do) By, Pay Bq; 1D . da, £4, Ly, Ly; 1b) \ ene: dal? (24, X_, 2,3; 1b 
dt dt ; dt 
: d yim) z, dwn (zt, 1b 
aa ~*Si h+1 » w, 
»(—1)+! >. €. (a, m,z)da2 : . 
hw « dt dt 


M 


was das zu 6, gehirige, iiberall endliche Differential der Art 1b, Stufe h 
(h=>1) ergibt. 


Transzendent kanonische Differentiale der Art 3: 


da") (z oy, m3 8 
: P WM; RD 
Stufe A: 2,8;88 
dt 
h>1 , 
r. ol h + Tse \ 
+ dh, Dix iit; dy; \*i 
. . RM M 
analog mit Hilfe von / dx und i 
. ar 0 


das 2u 6, gehirige, tiberall endliche Differential der Art 3, Stufe h 


wi, (Ze, 3 
M;R, Me 
dt 
Fiir (A) sind die analogen Funktionen und Differentiale é")(x, 2,, 2.; 1a) 
usw. aufzustellen. WR 
Ebenso wie bei den algebraisch kanonischen wird jetzt bei den trans- 
zendent kanonischen Funktionen durch den Hinzutritt einer tiberall end- 
lichen Funktion zur Differenz E\/)(z, z,) — E\(z, 2,) das Verhalten der- 
selben in bezug auf das Argument ¢ nicht geindert, wiihrend das Ver- 
halten in bezug auf den Parameter z, oder x, dahin abgeindert und ver- 
einfacht wird, daB der Lei MN vorhandene Pol der Ordnung h genau weg- 
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gehoben wird und daf@r nur eine logarithmische Singularitat bei 2 bzw. 
Mt tritt.*) Ahnlich bei den Differentialen. 
Der Gleichférmigkeit und Kiirze halber ftihren wir noch die Diffe- 


renzen ein 


OTe . = | Mh) ( h 
fin \%, %, Ty) = 5 EX} (2, L) — EXP (4, &;) 
M, R LM, R M, R J 
da, i * d Fi? @s, B_ d FM (z,, 2) 
RN, M _ 1 |) RM _ RM 
at h dt dt 


Im algebraischen Fall erscheint hierdurch fiir h=1 das Differential 
3. Gattung mit den Polen z,,4 und 2,,h als Differenz zweier ebensolcher 
mit den Polen it;, (v7, k) und it;, (a,, /).**) 


UI. Abschnitt. 


Die Integrale der Funktionen mit Argument und 
Parameter. Dir-kte Methode. 


#2 1 
a Fi (2, 4 


. dz in Abhingigkeit von dem Argument. 


$8. Das Integral | 


“(1 
d FY, (Zz, 2 
MN. M 


Wir integrieren das Elementardifferential r a zunichst nach 
dem Argument z und untersuchen es in Abhingigkeit von ¢ baw. der 
oberen (unteren) Grenze g,(z,). 2 sowie der Index / seien fest und I. x, 
eine von MW, RN, A, B. verschiedene Stelle. Der Ausdruck ist dann ein 
Integral der Klasse (K); um ‘sein ,,Verhalten im Kleinen“ kennen zu lernen, 
untersuchen wir der Reihe nach die verschiedenen Fille: 


1. Sei eine gewdhnliche Stelle + IW, RN, A, Px. x, 


30 
und die Strecke z,z,, deren Endpunkte den Werten ¢,, ¢, 
entsprechen, in dem Element z,—z,+¢ gelegen. Dann ist 
"aFo (Z, 2 (i 1) a2 \) 1 me (7 +1 bo 
ck (Zp ©) ee di an DS a). ptt 
| _™ dz 4 Ci; a at  . oi © (2, So; t 1? 


1 y=0 


so daB wir also genau die Reihenentwicklung an der Stelle 4, kennen. 
*) S. die Entwicklungstheoreme [,,, und II,,, in IX. 
**) S. M. Noether, a. a. O. S. 436. 
Mathematische Annalen LXXX 


7] 
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2. Fiir eine Stelle ii; von MR ist * 
P VWely + 2) 7 y+1 
E.x (2, a) f= G(x) - + > GG, itz) *', 
oe y=0 
so daB also 
Sa FY (2 2) —s ag e+ op eit és 
Fk 2, ie . ¥+1) _\4? +1 | 
f —— oo ¥h (x) -lg , ai 4 & (a, ity)t , 
wird. Das Integral hat also eine logarithmische Unstetigkeitsstelle bei 
ii; mit dieser Reihenentwicklung. Die Untersuchung der Stellen 3. ii, 
von I, 4. a, von YW, 5. po, von $B. dem Leser fiberlassend, ist 
6. fiir die Stelle x,(z,— x +t): 


ad FVG re 4+ R(t): f 4¥és(s. #) 


GQ vi / te 
ny ; dz = lgt * $ (¢) 4 


also kommt fiir t, = 0 (t,=0) eine logarithmische Unstetigkeitsstelle mit 
dem Koeffizienten + 1 (—1). 
Damit kennen wir, zunichst unter der Annahme, dab x, eine ge- 


ty 
. . ‘ 
dF Oe, x) 


wohnliche Stelle ist, das Verhaiten des Integrals / 7. dz, d.h, 
: F 
. i 
jedes der » Integrale fiir i = 1, 2,---, genau, wenn sie von einer Stelle 


j,; (wobei z, von x und der Spur von WM, X, A, B. verschieden gewihlt 
werden mag) auf einem beliebigen, die Stellen von % und x, vermeiden- 
den Wege s, innerhalb E, erstreckt werden. 

Ebenso muf und kann die Untersuchung durchgefiihrt werden, wenn 
t, mit einer von den in Me, NR, A, B. enthaltenen Stellen zusammenfiillt. 
Das gesamte Ergebnis fassen wir als I. Integraltheorem zusammen 


§ 9. Dasselbe in Abhingigkeit von dem Parameter. 


Wir untersuchen 1. das Verhalten im Kleinen, zuniichst wieder 


unter der Annahme, dab 4,, eine gewdhniiche (von Mt, N, AU, PB. verschie- 


dene) Stelle ist und die Strecke 2,2, ganz den Klement 2,—z,+¢ angehért. 


Es sei 1. x, eine gewdhnliche, tiberdies von den Punkten der Strecke 
£,2,,% verschiedene Stelle: dann ist 


“AF % r-) ~ "dR + Y(g r, 
| it 4 *e) dg ae DS | : fo On dt - st; 
> dz ee dt 
% y=0 4 
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2. an einer Stelle i; von % kommt eine Nullstelle 1. Ordnung; 3. bei 
m, ein Pol 1. Ordnung; 4. bei a, und 5. bei p,, Regularitat. 

6a. Falle x mit dem Endpunkte der 
Strecke z,7, zusammen; wir zerlegen das Inte- 
gral in zwei Teile 





den ersten kennen wir; im zweiten fiihren 
wir die Elemente ein z,— 42, +4, 4,=—2,+¢, 
t,=%,+17. Es ist dann: : 


dF) (z,, x4) 1 . . 
dt =, + BG») 


Ly 0 0 
° »(1) /, * 2 wil) ) 0 . 
{ = ©) ae a / ort Be *e dt =lg (tr) ’ +f PB(i,r)dt—lgt + P(r). 


“2 


A'so wird das Integral fiir tr = Q logarithmisch unendlich mit dem Koef- 
fizienten + 1. 


6b. Bei z, entsprechend mit dem Koeffizienten — 1. 


© 5 w(t)/, 
7. Bis jetzt ist pmee dz fir alle Punkte z, k innerhalb E/ 


4 

eindeutig definiert, welche nicht auf der Strecke 2,2, gelegen sind. Wir 
kénnen dem Integral auch fiir diese einen bestimmten Sinn beilegen. 
Dazu unterscheide ich nach dem Vorgang von WeierstraB positives und 
negatives Ufer der Strecke z,z,. Niahert sich +z 
der Punkt x von der positiven Seite her dem 

auf 2,2, gelegenen Punkt z,, so verstehe ich 
unter 


+ 


fe» +1) 
J $ Pee (2, Xo) dz 
dz 


a 





den Wert des iiber den gebrochenen Streckenzug 4,, £, 2 4, %, eF- 


streckten Integrals; nihert sich dagegen x von der negativen Seite her 
dem Punkt z,, so bedeute 


“d F{) (2, Xo) 
| dz de 


4 
den Wert des iiber den gebrochenen Streckenzug z,, 6, 2", &, 2 e?- 
2* 
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streckten Integrals, wo x,’ jetzt auf der anderen Seite von z,2, liegt. 
Und man erkennt vermége der Entwicklung 


1) 0 
aFMC,, 2, vee Tis B(t, r) 
dt t—rt 72 


wenn z,, Z- beide das Element mit dem Mittelpunkt x, darstellen, dab 


{ { 2x1 
‘ ‘ 


t 1 


ist. Damit ist das Verhalten im kleinen vollstiindig bekannt. Was das 


“a FW, 2) 


Verhalten im grofen anbelangt, so ist / , 


dz in Abhingigkeit 


von x ein Integral der Klasse \K); denn seine Ableitung nach z ist, wie 


wir im folgenden erkennen, eine Funktion von (K). Lings eines von 0 
nach a fiihrenden Schnittes besteht also eine Beziehung der Form 


. I . 
,/=Af+H. 
Die Konstanten % sind hierbei samtlich Null. Denn nach der Form von 


» pril);. ‘ gil), 1). om) Sim) 

dF, \¥, ) oi (2) oh £)+-- T 1) dk \) ag” 

= = - + Y f,l2 
dz - zx — 


19,' 2) 
folgt, daB 


“2 


| re f\ |, dz | A| |_ dz Af | dz Py dz’ ist. 


. 


Das Ergebnis der Untersuchung, welche auch fiir den Fall durch- 
zufihren wire, dab 4, eine von den zu Beginn des Paragraphen ausge- 
schlossenen Stellen ist, fassen wir als II. Integraltheorem zusammen.*) 


§ 10. Die anderen Integrale. 


yl 


i ee . FS,’ (Z, 2) 
Wir intégrieren jetzt “* **' nach dem Parameter z und betrachten 
; J dz 


das Integral { ---dz einmal in Abhiingigkeit von der oberen (unteren) 


*) 


*) Fiir einen Periodenweg s; bekiime man eine Funktion 9;,5;(x), welche der 
M, K 
Punktion Q(x, y) von Weierstrab, a. a. 0. 15. Kap. entspricht 





Be 


an 


ler 
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Grenze, das andere Mal in Abhiingigkeit von ¢, i. Das Ergebnis ist ana- 
log und ergibt das III. und IV. Integraltheorem. 

Die Integrale héherer Stufe, nach dem Parameter z integriert, er- 
geben sofort (mittels des Ableitungstheorems II, , ,) 


Is 


° Wh fi 
d FR tM, ©) dy ~ deol! (2, 2, 25) 
dz ; dz ’ 


ry 


sind also in Abhiingigkeit von %,(2,),k baw. z, i Funktionen von (K) bzw: 
(K). Dieselben nach z integriert, kénnten auch nach der Methode des 
voriger' Paragraphen untersucht werden; wir werden aber alle Resultate 
mit einem Schlage durch Anwendung der Vertauschungstheoreme erhalten. 


lV. Abschnitt. 
Methode der Vertauschungstheoreme. 


§ 11. Die Theoreme der Stufe 2, Art La. 


Ich gehe hierbei nach Stufen vor, innerhalb jeder Stufe nach Arten. 

Die Theoreme der Stufe 1 iibergehe ich der Kiirze halber und wende 
mich gleich zu Stufe 2. 

Nehmen wir also zuniichst das Vertauschungstheorem I, und inte- 
grieren es nach 4, so folgt mit Riicksicht auf Abl.-Th. II, 


. 


19) 2 diy) (a, 219 2 | dy,” (a, n,) ' ve * 
(4) | E) (2, rjdz = : _— > dz ° gy") (z)dz 
3 R 35 


dz e 
M : . “a j=l 


7 dw™ (x) : —y — dX (a, a4) - 4 . 
~ > <M { E%(z,m,de—-S'S a, a * J EM (2, a,)dz.*) 
—_— — + 


“3 


V. Integraltheorem Art la, Stufe 2: Das Integral links ist in Ab- 
da” 
dx 
und die Stammintegrale der Art 1a, Stufe 2; in Abhingigkeit von x eine 


hiingigkeit von z ein Integral von(K) mit dieser Darstellung durch 


, ais a 1m 2 
Funktion von (K) mit dieser Darstellung durch a und die Stamm- 
integranden der Art 1b, Stufe 2. 
3 es gehért zu demselben Weg, iiber den integriert wird. 8. die Anm. zu 
ax 


Beginn von § 7 
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V la,e in kanonischer Form: 


ik dz pa 


2a 
> (1) 
l (a, Z,, Ze; 1b) 
f Hype, 2; 1a) de =" Paes peri ~ 
me x 


Fiir einen Periodenweg s, wird 


: + ax? , . 
| E®(2, x)dz = Yy 46 = n, / gp (2)dze+- 
. — a. e 


IX. Integraltheorem der Art la, Stufe 2: Die Perioden der Ele- 
mentarfunktion 2. Ordnung von (K) mit dem Parameter z sind Funk- 
tionen von (K) mit dieser Darstellung durch die Stammintegranden der 
Art 1b, Stufe 2. 

IX lLa,e in kanonischer Form: 

f £6, a; lajdz= OM u (#5 2°) _ S).. 


dz — 
(a) 


d. h. die mit - multiplizierte, zu dem Weg s, gehérige Periode der alge- 
braisch kanonischen Elementarfunktion der Art la, Stufe 2 von (K) mit 
dem Parameter x ist gleich dem zu s, gehdrigen, iiberall endlichen, trans- 
zendent kanonischen Differential der Art 1b, Stufe 1 von (K) vermehrt 
um ein nur bei & und M von der 1. Ordnung unendlich werdendes Diffe- 
rential von (K). ° 

Integrieren wir jetzt Gleichung (4) noch einmal nach z, indem wir 
gleichzeitig links die Integrationsfolge vertauschen; dann kommt 


lq Ze 
. ‘ ’ “dw (x, 2 oe) 
1) deme | tM 22) 2 
(5) | é\) (2, 2,, 2,)dz -{ dz da 
ay * 
> <9 Ais 
d¥y (x, 1,) 
= > | Br "dat p(z)dz- 
4 dz e ° 
Km xy “" 


oder XIII. Integraltheorem der Art la, Stufe 2, das in seiner kanoni- 
schen Form besonders bedeutungsvoll ist: 


XIII la, 2 in kanonischer Form: 


<2 


>. > 
da@\" (x, z,, Z.: 1b) 
fr, L1, Te; 1a)ds = f as 1° 3 dx 
e ° = e dx 


4 1 


>> wf . dx f’ -- dz, 
U 1 z 


j=1 2 





— ~~ 


wha 


‘i- 
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oder in Worten: Das Integral der transzendent kanonischen Funktion der 
Art 1a, Stufe 1 von (K) mit den Parametern z,, 7, genommen zwischen 
den Grenzen 2,, 2, ist gleich dem Integral des transzendent kanonischen 
Differentials der Art 1b, Stufe 1 von (K) mit den Parametern z,, 2,, ge- 
nommen zwischen den Grenzen z,, 2, plus einer auf & beziiglichen bi 
linearen Integralform. 


Lassen wir in (5) 2, 2,,7 zu einem Periodenweg s, answachsen, dann wird 


> 9 is ( ) > 
(6) f (2, x, %)de—-—> [aie ) da | 9 @as 


—— 
s R 2a, : 
aia tio 
+ 4 dz “dt E? (2, m,)dz 
M xz, 
— *da% (x, a,) — 
ws a / oo! dz | EM(z, a.) dz. 
he! had ‘al dz e ° 4 
w j= s 


Diese Gleichung gestattet uns noch eine weitergehende Periodenreduktion 
iiber Red-Th. der Art la, Stufe 2 hinaus, 
Es sei z,, k = b, eine beliebig, aber festgewihlte, z,, k = Dd, eine be- 
liebige andere gewohnliche Stelle; dann ist 
E®(z, 2,) = €%(z, b,), EMP (z, x.) = E(z, d,) und man hat 


d 


| E\)(z,d,) dz = } ©) (z, b,) dz -> | “=: Mw) dx J gi (z)dz+---. 


‘ 8 Nd s 
Die zu s, gehérige Periode einer ganz beliebigen Elementarfunktion, 
G(z, d,) laBt sich also darstellen durch die betreffende Periode einer 
festen Elementarfunktion 1. Ordnung und die Stammperioden der Art la 
Stufe 2. — Es sei ferner x,,k = n,; wir ersetzen in (6) 2, durch das 
variable Element «,=n-+ +r mit dem Mittelpunkt m 1,:7,, t:%, t2:%,=m 
und denken uns beide Seiten von (6) nach Potenzen von t entwickelt: Man 
erkennt, die Potenz t~' hebt sich links und réchts weg, der Koeffizient 
von lg rt rechts wird wegen der Relation (1) Null und der Koeffizient von 
t’ ergibt die gesuchte Gleichung: 
tT 
r 7 "de (a, w, 
f E(e, \dz= f E(e, 6 \de— > J v, t "de | Q “g"(2)d 
‘ ’ i t dt jr 
e a na 
‘ s R’ s 
T 


> fF wm (zr, Ti (2) > 
+P ‘ae'| (2, m,) de a ¥) 


de’ 


M qT, 


* 


Mit n‘, bezeichne ich die ,laufenden* Stellen von MN’ —®, mit n, die be- 
stimmte, herausgegriffene. Gehdren n, und 6, nicht einem und demselben Element 
an, so hat man sich eine Reibe von Elementen zwischengeschaltet zu denken. 
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Stellen wir das Ergebnis zusammen mit Red-Th. 1a, 2, so folgt 
XVII. Integraltheorem der Art la, Stufe 2: Die Periode | f,(2) dz, 


wo f, eine beliebige Funktion von (K) ohne von Null verschiedene 

(—1)* Potenz bei U°° ist, laBt sich reduzieren auf die zu s, gehdrigen 

Stammperioden der Art la, Stufe 2 und auf die m zu s, gehdrigen 

Perioden | C(z,d,)dz fiir k = 1,2,---,n, wo d eine beliebig, aber fest- 
5 WR 

gewihite, von der Spur von Mi, RN, A, B.. verschiedene Stelle ist.*) 

Der durch das vorstehende Theorem ausgedriickte Fortschritt gegen- 
tiber Red.-Th. la,, besteht in der Erkenntnis, daB alle zu einem Weg ge- 
hérigen Perioden sich ausdriicken lassen durch eine endliche Anzahl genau 
angebbarer, zu demselben Weg gehériger; wiihrend auf Grund von Red.- 
Th. la,, noch unendlich viele nétig waren. 


Eine neve Aussage gibt uns Gleichung (7) in kanonischer Form: 


“: 
; > 


Ia ” 

*dw'!’ (x, 1b) + y 

J e\) (2, 2,, 13 la)dz = | ~ 7 S = a { +--+ d2 / ++ de. 
. e az — ,. 

Ly BL | j=1 x, 


XVII La, 2 in kanonischer Form: Die zu s, gehérige Periode der 
transzendent kanonischen Funktion der Art la, Stufe 1 von (K) mit den 
Parametern z,, x, ist,gleich dem Integral des zu s; gehérigen, iiberall end- 
lichen Differentials der Art 1b, Stufe 1 von (K), genommen zwischen den 
Grenzen z,, 2, und einer linearen Kombination des (%)-Integralstammes 
der Art 1b, Stufe 2 von (K). 

Letzten Endes lassen wir beide Wege z,2,, i und x,2,, i zu Perioden- 


wegen s, und 6, auswachsen; das gibt nach (6) 


. * dA?) ’ ) 1 *dwl™ (2 4 
> { dy x = My) de | g™(z)dz — _ a dz | Ei?) (2, m,,) dz 
R 5 : mS ‘ 


s 
~~ “ae! x, @; / 4 
> a dx | E%Y(z,a,)dz=—0 
— "e dx . ' 4 
mw j=l ; s 


XXI. Integraltheorem der Art la, Stufe 2: Zwischen den Stamm- 
perioden der Art la und 1b, Stufe 2 besteht eine Bilinearrelation. 
In kanonischer Gestalt aber lautet diese Gleichung 


, “die” (w, 1b) 4 <~y . : 
f vente, la)dz = | —_ dx + S > «, | --- dz | -- dz. 
s > . 2 j=l b- > 


*) Bei einer transitiven Klasse braucht man statt der » nur eine Periode fiir 
ein festes k. : 





a 
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XXI 1la,2 in kanonischer Form (Symmetrietheorem): 


Die zu s, gehérige Periode der zu 6, gehérigen, tiberall endlichen 
Funktion der Art la, Stufe 1 ven (K) ist gleich der zu 6, gehérigen 
Periode des zu s, gehérigen, tiberall endlichen Differentials der Art 1b 


Stufe 1 von (K) vermehrt um ein Produkt aus dem (%)-Periodenstamm 
der Art 1a und 1b, Stufe 2 von (K) und (XK). 


$12. Uberkreuzung von Wegen. 


Bis jetzt hatten wir stillschweigend vorausgesetzt, daB die beiden 
Integrationswege einander nicht schneiden. Unter dieser Voraussetzung war 


o e- fe 
/ E p(B, 2 dz {£e Z, x \dz “azJ EM (z, x)dz 


i i 


J )da = | Efp(z, a,)dz = f E{P(2, x,) dz. 
: 44 
Uberschreitet aber der Weg 2,.,,k den Weg 
2, i einmal in positivem Sinne (s. die Figur!), 
- 
so verstehen wir unter dem Integral | ( \dx 
af | 


1 Te. 
Py 


den Limes der Summe / s+ @¢- /. - dx, wenn 


ty +2 
sich &,, & umbegrenzt der Strecke 72,2, niihern. 
Dieser Limes ist aber 





| [EM (e, %) — EM(«, e))de—| f—f =f Jade — 221. 


Daher ist in den Gleichungen des vorigen Paragraphen bei Uberkreuzung 
von Wegen die mit 224 multiplizierte ,Charakteristik* der beiden Wege 
hinzuzufiigen.*) 

Dasselbe gilt fiir die Siatze der anderen Arten und Stufe 2, 
waihrend fiir die héheren Stufen und Stufe 1 ein solcher Zusatz nicht 
entsteht. 


*) Es sei hier aber nochmals an die Voraussetzung von § 6 erinnert. Vgl. zu- 
dem WeierstraB, a. a. O. S. 311/12 
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§ 13. Die Theoreme der anderen Arten von Stufe 2. 


Gehen wir von Vert-Th. II, bzw. I, bzw. III, aus und vollziehen 
dieselben Integrationen wie in § 11, so erhalten wir in den Integral- 
theoremen VI, X, XIV, XVIII, XXII bzw. VII, XI, XV, XIX, XXII 
bzw. VIII, XII, XVI, XX, XXIV je in gewdéhnlicher und kanonischer 


Form die analogen Aussagen iiber, 


. . 


E‘\)(z2, x) dz, E®)(z, x; 2)dz, _usw.: Art 2 
ik 7 ) 7 ) 

Pa “D(z, ad FS? (z, x: 1b) 
bzw / Fi ") dz, | tl me dz, usw.: Art 1b 


>. "4 
bzw / ‘dz, / eee dz,. usw.: Art 3. 
Ich erwihne nur einige von der letzten Art, um die Einordnung der be- 
kannten Theoreme im algebraischen Fall erkennen zu lassen. 
Z. B. lautet fiir eine Klasse ohne rein imaginiire «, (wohin der alge- 
braische Fall auch gehért) 


VIII 3, , in kanonischer Form: 





et: £,; 8), _ dwY (a, %, 23 8) 
‘ dz ' dz , 
XII 3.. in kanonischer Form: 
"dF (z, x: 3 di) (xa: 8 
(eEPee® 5 _ ae 
dz * dx 


. 
’ 


XVI 3,. in kanonischer Form: 


2 


“dail S, %,, £3 3 he (%. Bao Sa<' 9) 
ah 2 dz —_ ke ee Bae 13 2 
/ dz 5 ‘ dz oe 


i 1 


e 


Letzterer stellt fiir die Klasse (K) der algebraischen Funktionen den 
»Satz von der Vertauschung von Argument und Parameter bei den Abelschen 
Integralen 3. Gattung“ vor. 


XX 3,. in kanonischer Form: 


"dell (z, x, , 2; 3) * did) (a; 3) 
dz= 
dz dx 


rs 





Ul 


on 
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XXIV 3,, in kanonischer Form (Symmetrietheorem): 
"dit (2; 3) *die\!) (a; 3) 
ig 2 a +" le 
4 de dz ps az, 
8 0 


wihrend dasselbe in gewdéhnlicher Gestalt die symmetrische Bilinear- 
relation zwischen den Perioden liefert 


Y (adv™ (2) "dR (2, My) Y (aS? (a, itz) * dy™ (¢ 
>> s dz | —3__ dz — > | Be dx "dz = 0, 
a. dz dz oo, da @ dz , 
MN a s mM 5 


welche im algebraischen Fall, wenn man noch 2 = M, 9 — N wihlt, in 
die bertihmte WeierstraBsche Bilinearrelation fiir die Perioden der Inte- 
grale 1. und 2. Gattung iibergeht. 


§ 14. Die Theoreme héherer Stufe. 


Indem man von den Vertauschungstheoremen der Stufe h + 1: I,,,, 


Ii,.1> 4,,,, Ul,,, ausgeht und die entsprechenden Integrationen ausfiihrt 
wie in § 11, erhialt man die Integraltheoreme der Stufe (hk +1) — h>1 — 
Vi4i:—VUll,,,; 1X,,,- XIl,,,; XMll,,,—XV1,,,; XVIl,,,—XX,,,; 
XX,,,—XXIV,,,. Die aufeinanderfolgenden Sitze einer Serie fiir 
h=—1, 2, 3,--- sind nicht das blobe Ergebnis der Differentiation der 
vorangegangenen, sondern enthalten neue, selbstiindige Aussagen. 

Es ist z. B., um bei der Art 3 zu bleiben, 


VII, ,;.5 i kanonischer Form: 
- 
. (hk +1) a oO h . #ef 
dF’, , &; 8) = _ pyres 2s Uy 2h, 3B) 1)" 1 \) 
ie 2 = ( vs r ( y =! 
P dz da R! ~lod 
2, w 
XII, ,;.3 im kanonischer Form: 
¥ 
° mh+1)7- a. 2) li”) (a: 8) 
a FUT (, 3 8) yn ret ; 8 2(-1p 1 DS... 
4 dz ing da ' hh! 
' w 


XV1,.,.5 i kanonischer Form: 


dal) (2 2, L,; 3) "dw (ax, 2 » S_3 8) iw\ 
: > dz+(—1)y ete 8) dz + (— 1 Pr! —— 
J dz : J dx fail 2, 

wu 


%) Ly 


eine Gleichung, welche bei Vertauschung von ¢ und 2, ¢ und & sowie aller 
GréBen mit ihren komplementiiren (bis auf den Faktor (— 1)) ungeandert 


bleibt. 
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XX,.,.; i kanonischer Form: 


*da » (z, “yy Ze3 3) “a wo ad 3) 1 
’ > i h+1 he | a jh \ 
. | dz dz ' I J dx dx + \ 1 h! hw! 
s " . 


XXIV,., , im kanonischer Form: 


*dw” (z; 3) "dw (a; 3) i - 
| i, Ok dz as (— 1 yri ky 8 dz 4. hoe 1) . N mr 
dz . dx Rh! ed 
w 


. 
s 


In gewéhnlicher Form liefert XX,,, noch eine weitergehende Peri- 
odenreduktion, als sie durch das Reduktionstheorem der Stufe h geschieht 


Nach demselben laBt sich — um wieder bei der Art 3 zu bleiben —. 


i (2, ) _ . . . . 
dB; (2, dy fir/=—=h+1,h+2 durch die hk” Ableitung einer Funk- 
0 


de we 
tion von (K) und die Stammintegranden der Art 3, Stufe h ausdriicken; 


"de! ; 
i dz also fiir 1>h-+ 1 durch die entsprechenden Stammperioden. 


Auf analoge Art wie in § 11 erkennt man nun, daB sich bereits die Periode 


® a (h) /. 
| ad; (Z, d; dz 


FP ausdriicken laBt durch die Stammperioden der Art 3, 
ae 


, by 


dz fiir k = 1,2,---, mn, wo 
d: 


Stufe ) und die m festen Perioden | a8 
% 
6 eine beliebig, aber fest gewihlte, gewihnliche Stelle ist. 

Das Vorstehende laBt die besondere Bedeutung der Stufe 2 deutlich 
erkennen, zugleich aber auch, wie speziell die Auffassung des Reduktions- 
problemes und der andern hierher gehérigen Integraltheoreme seit Abel 
und Riemann selbst auf dem algebraischen Gebiete gewesen ist. Nicht 
ein Theorem, sondern eine Serie*) von solchen, nicht eine Art, sondern 


vier Arten! 


Berlin, 19. Marz 1918. 


*) Wobei die Theoreme einer Serie nicht etwa durch blobe Differentiation aus- 


einander hervorgehen. 
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Uber die Brouwerschen Fixpunktsatze. 
Von 
B. von KeréxsArré in Ujpest (Ungarn). 


Zweck der vorliegenden Arbeit ist, fiir einige von Brouwer herriihrende 
Fixpunktsiatze eine neue einfache Beweismethode darzulegen., 


§ 1, 


Brouwers Satz*): Eine eineindeutige stetige Abbildung einer Kreisscheibe 
in sich laBt wenigstens einen Punkt invariant. 

r=r(p) und »=@(p) sollen die Polarkoordinaten des Punktes p 
bedeuten; r <1 sei der Kreis, der in sich abgebildet wird. Das Bild des 
Punktes p sei mit p’ bezeichnet. H bedeute die Menge derjenigen Punkte 
p, die mit ihren Bildern p’ auf einem gemeinsamen Radius liegen; fiir 
die Punkte p von H gilt also 

p(p') = p(p) (mod 22). 

Die Menge H ist eine abgeschlossene Menge, wie leicht zu sehen ist. 

Nach dem F'undamentalsatze Brouwers von der Gebietsinvarianz**), 
demzufolge das eincindeutige stetige Bild eines Gebietes wieder ein Ge- 
biet ist, gehen die Punkte p, fiir die r{p) = 1 ist, und auch nur diese, 
in solehe Punkte p’ iiber, fiir die r(p’)= 1 ist. Liegt also ein Punkt p 
von H auf der Peripherie des Kreises + = 1, so ist er notwendig ein Fix- 
punkt, da fiir ihn zugleich r(p) = r(p’) und p(p) = g(p’) ist. Mithin kann 
man von diesem Falle absehen, also voraussetzen, da8 H ganz im Innern 
des Kreises liegt 

In diesem Falle existiert, wie ich behaupte, ein Teilkontinuum K 
von H, zu welchem auch der Punkt O, fiir den + = 0, sowie derjenige Punkt 
Po, dessen Bild p, in O fallt, gehéren. Im entgegengesetzten Falle kénnte 
man nimlich — nach einem Hilfssatze von Brouwer***) — ein die Menge 
H nicht treffendes Polygon bestimmen, das einen der Punkte O und p,, etwa 
Py), im seinem Innern, den andern in seinem AuBern hat. 


*) Math. Ann. Bd. 71 (1911), 8S. 115 

**) Ebd. 8S. 305, Bd. 72 (1912), 8S. 55. Der zweidimensionale Fall, der hier allein 
gebraucht wird, war schon friiher von Schoenflies (Gétt. Nachr. 1899, S. 282) be- 
wiesen worden 

***) Math. Ann. Bd. 69 (1910), 8. 170, Theorem 2. 
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Man kann auf dem Polygon P, da es den Punkt O in seinem AuBern 
hat, einen eindeutigen und stetigen Winkel m bestimmen; das Bild von 
P ist aber eine den Punkt O in seinem Innern enthaltende Jordansche 
Karve J, bei dessen Umlauf der Winkel » sich um + 22 iindert. Sei p 
ein Punkt von P, p’ sein Bild, m(p) der eindeutig bestimmte Polarwinkel 
von p; der Polarwinkel g(p’) von p’ werde so bestimmt, daB er zwischen 
g(p) — 2x und ¢(p) liegt: 

p(p) — 24 < wp) < Y(P). 
Umlauft nun der Punkt p das Polygon P in dem Sinne, daB sein Bild p’ 
die Jordansche Kurve J in positiver Richtung durchlauft, so kehrt der 
Polarwinkel von p zu seinem Anfangswerte znriick, der von p’ nimmt 
aber um 22 zu; wenn also g(p) und g(p’) die nach dem Umlanfe er- 
haltenen Endwinkel bedeuten, so besteht fiir diese die Relation 


~ 


p(p') => y(p). 
Es gibt mithin einen Punkt p von P, fiir den: 


p(y) = v (P)- 
Dieser Punkt gehért also zu H gegen die Voraussetzung, dab P die Menge 
H nicht trifft. Hiermit ist die Existenz des 0 und p, verbindenden Kon- 
tinuums K bewiesen. 
Ich betrachte nun auf K die eindeutige stetige reelle Funktion 
r(p’) — r(p); 
diese Funktion ist fiir p=—p, gleich — r(p,), also negativ; fir p= O 
aber gleich r(0’), also positiv; sie muB also fiir einen Punkt p, von K 
verschwinden, d. h. wir haben: 


r(p,’) = r(p,)3 
da aber p, zu H gehért, so ist zugleich: 

(Pr, ) = (Py), 
d. h. p, ist ein Fixpunkt. 


£9 
5S «- 


Brouwers Satz*): Eine eineindeutige stetige Abbildung der Kugel in 
sich mit invarianter Indikatrix lat wenigstens einen Punkt invariant. 
Man wihle auf der Kugel ein geographisches Koordinatensystem, und 
bezeichne mit wv = w(p) und m = g(p) die geographische Breite und 
os . . a 7 . . . 
Liinge des Punktes p; w liegt zwischen — > und + > und ist eindeutig, 


@ ist aber nur mod 22 bestimmt. Es seien weiter g und gq’ die beiden 


*) Math. Ann. Bd. 71,8. 114, 326, Amsterd. Ber. XVIL S. 750, XIX. S. 48. 
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Punkte der Kugel, die den Werten —* und + = von » entsprechen, 


und g der Punkt, dessen Bild g ist; man darf voraussetzen, daB das Bild 
von q der Punkt q’ ist, was die Allgemeinheit nicht beschriinkt. 

H bedeute die Menge derjenigen Punkte, die mit ihren Bildern gleiches 
g haben; zu dieser abgeschlossenen Menge gehéren sicher 7, q und q’. 
Ich behaupte, daB es ein Teilkontinuum K von H gibt, das die Punkte 7 
und qg enthilt. 

Im entgegengesetzten Falle gibt es nimlich ein die Menge H nicht 
treffendes Polygon P, das die Punkte g und qg voneinander trennt. Die 
beiden von P bestimmten Gebiete der Kugel seien G, und G,; G, ent- 
halte den Punkt g, G, den Punkt @; die Bilder von G,, G, seien G,’, G 
das Bild -von P ist eine Jordansche Kurve J. 


, 
2? 


Es sind nun zwei Fiille zu behandeln, je nachdem g’ zu G, oder wu 
G, gehért. 

Erstens, wenn g zu G, gehdrt, so enthilt G, die Punkte g und q, 
G, den Punkt g; G,’ enthilt mithin den Punkt q’, G,’ den Punkt g. Es 
laBt sich also auf P eine eindeutige und stetige Linge @ bestimmen, 
wihrend sich auf J die Liinge nach einem Umiaufe um + 22 indert. Sei 
p ein Punkt von P, p’ sein Bild; die Liinge von p’ werde so bestimmt, dab 

p(p) — 2a < g(p)< o(p). 

Wenn nun der Punkt p das Polygon P in dem Sinne umlauft, daB der 


Bildpynkt p’ von p die Kurve J in positiver Richtung durchliuft, so gilt fiir 
die Endwerte von o(p) und o(p’): 


. 
o(p') => p(p), 

so daB es einen Punkt p von P gibt, fiir den: 
p(p’) Pp). 

Zweitens, wenn g zu G, gehért, so enthilt G, den Punkt g, G, die 
Punkte g und q’; mithin G, den Punkt q’, G,’ den Punkt g. Man kann 
also auf P einen svichen Umlautfssinn bestimmen, daB bei einem Umlaufe 
von P die Linge um 22 zunimmt. Da die Indikatrix bei der gegebenen 
Transformation nach unseren Voraussetzungen invariant bleibt, so ent- 
spricht diesem Umlaufe von P ein Umlauf von J, bei dem die Lange sich 
um 22 vermindert.. Es mu8 also wieder einen Punkt p von P geben, 
fiir den: 

y(p) = p(p). 

In beiden Fille: miiBte somit P die Menge H treffen. .Dieser Wider- 
spruch gegen unsere Annahme beweist die Existenz des die Punkte 7 und 
q verbindenden Kontinuums KX. 








32 B. vow Keréxsinré. Ober die Brouwerschen Fixpunktsiitze 


Ich betrachte nun auf K die eindeutige stetige reelle Funktion 

v(p’) — v(p). 

Diese ist fiir p= @ negativ, fir p= gq positiv, sie verschwindet also fiir 

einen Punkt p, von K, d. h. wir haben: 
v(p,) = ¥(r,); 

da aber p, ein Punkt von H ist, so ist zugleich: 
P(P,) = (Pr); 

d.h. p, ist ein Fixpunkt der Transformation. 


2 
”. 


Sr 


Brouwers Satz“): Eine eineindeutige stetige Abbildung einer Kreis- 
scheibe auf einen Teilbereich mit invarianter Indikatrix laft ivenigstens 
einen Punkt invariant 

Wir bezeichnen die Kreisscheibe mit A,, ihr Bild mit K,. Wir 
schlieBen K, in eine gréBere konzentrische Kreisscheibe K_, ein und er 
weitern die gegebene Abbildung ¢ von A, auf K, mittels einer an sie an- 
schlieBenden Abbildung der Differenz K_,— K, auf die Differenz K_,—KX,, 
bei der jeder zwischen den Umfangen von K_, und KA, liegende, mit K, kon- 
zentrische Kreis auf eine ihn nicht treffende geschlossene Jordansche Kurve 
abgebildet wird und auf dem Rande von K_, keine Fixpunkte auftreten, 
zu einer eineindeutigen stetigen Transformation von K_, in sich, welche 
nach § 1 wenigstens einen Fixpunkt hat. Diese Abbildung weist auBerhalb 
K, keinen Fixpunkt auf, mithin besitzt sie innerhalb A, einen Fixpunkt, der 
notwendig ein fiir die gegebene Transformation ¢ invarianter Punkt ist. 


Ujpest, 15. Dezember 1918. 


*) Math. Ann. Bd. 71, 8. 115. 


. Die hier dargestellte einfache Beweismethode verdanke ich einer brieflichen 
Mitteilaung Herrn Brouwers. 
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Uber Transformationen des ebenen Kreisringes 
Von 


B. von Keréxsdrroé in Ujpest (Ungarn),. 


§ 1. 

Von den eineindeutigen stetigen Transformationen eines von zwei 
konzentrischen Kreiser begrenzten ebenen Kreisringes in sich gelten die 
folgenden Siatze: 

Bei einer eineindeutigen stetigen Transformation eines Kreisringes in sich 

1. mit invarianter Indikatrix und invarianten Grenzkreisen gibt es im 
allgemeinen keinen Fixpunkt; 

2. mit invarianter Indikatriz und vertauschten Grenzkreisen gibt es 
wenigstens zwei Fixpunkte; 

3. mit umgekehrter Indikatrix und invarianten Grenzkreisen gibt es 
wenigstens vier Fixpunkte; 

4. mit umgekehrter Indikatriz und vertauschten Grenzlreisen gibt es im 
ullgemeinen keinen Fixpunkt. 

Fiir Satz 1. liefert eine Drehung des Kreisringes um den Mittelpunkt 
der konzentrischen Kreise ein Beispiel. Es gibt aber in diesem Falle auch 
dann noch nicht notwendig einen Fixpunkt, wenn die beiden Grenzkreise 
Drehungen in entgegengesetzten Richtungen erleiden, wie folgendes Bei- 
spiel zeigt: Es sei 


loir<s3s,*O0sqg<2a 


der gegebene Kreisring und es sei eine Abbildung desselben definiert durch 


. r 1 « 
yr r+— fir l<r<2 | 
- ee _ , 9 y, 4 
@ PR Poe RS He eye 5 
, a r — F “¢ os 
r r+—. fir 2<r<3 | 
diese Abbildung hat offenbar keinen Fixpunkt, da 7’ =r nur fiir r= 1 
und y= 3, m = aber nur fiir r= 2, beide zugleich also niemals zu- 


treffen. 

Satz 2. wird im folgenden Paragraphen in einer allgemeineren Form 
bewiesen werden. 

Satz 3. ist eine Folge des Satzes, daB es bei einer eineindeutigen 


stetigen Abbildung einer Kreislinie in sich mit umgekehrter Indikatrix 
Mathematische Annalen. LXXX. 3 











34 B. von Kexéasinro 


genau zwei Fixpunkte gibt. Weil nimlich beide Grenzkreise des Kreis- 
ringes invariant sind und ihre Indikatrizen sich umkehren, so gibt es auf 
jedem Grenzkreise genau zwei und deshalb im (abgeschlossenen) Kreis- 
ringe wenigstens vier Fixpunkte. 

Fiir Satz 4. gebe ich das folgende Beispiel. Es sei 


lors, 0O<gp<2a 


der Kreisring und es seien die Polarkoordinaten (r’, gy’) des Bildpunktes 
von (r, m) durch folgende Formeln definiert: 


r=4-—r, p=—gpt+a. 
Alsdann haben wir eine den Voraussetzungen geniigende Transformation 
ohne Fixpunkt. 


§ 2 
: 


“- 


Theorem. Eine eineindeutige stetige Abbildung eines von endlichvielen 
geschlossenen Jordanschen Kurven begrenzten abgeschlossenen Kugellereiches 
auf einen Teilbereich desselhen mit invarianter Indikatriz, bei welcher die 
Grenzkurven des urspriinglichen und des Bildbereiches paarweise dquivalent 
sind, die aber keine Grenzkurve in eine dquivalente iiberfiihrt, laBt wenigstens 
zwei Punkte invariant. 

Hierbei sollen zwei einander nicht kreuzende Kurven dquivalent ge- 
nannt werden, wenn in ihrem Zwischengebiete keine Grenzkurve liegt. 

Wir zeigen zunichst, dab die Abbildung wenigstens einen Fixpunkt 
hat. Erweitert man sie niimlich mittels einer an sie anschlieBenden Abbildung 
des Inuern jeder einzelnen Grenzkurve auf das Innere der betretfenden 
Bildkurve, so erhilt man eine eineindeutige stetige Transformation der 
Kugel in sich mit invarianter Indikatrix, die nach einem Satze Brou- 
wers*) wenigstens einen Fixpunkt hat. Da aber jede einzelne Grenzkurve 
in eine einer andern dquivalente iibergeht, so ist das Innere jeder ein- 
zelnen Grenzkurve von seinem Bilde getrennt, mithin liegt der nachge- 
wiesene Fixpunkt notwendig im urspriinglichen Bereiche. 

DaB die Abbildung wenigstens zwei Fixpunkte hat, liBt sich mit 
Hilfe des Translationssatzes von Brouwer**) beweisen. 

Der Translationssatz lautet: Jede eincindeutige stetige, den Umlaufssinn 
nicht dndernde Transformation der Cartesischen Ebene in sich, welche keinen 
Punkt invariant lapt, ist iiber die ganze Ebene eine Translation. 

Darunter ist zu verstehen, dab zu jedem beliebigen Pankte der Ebene 
sich ein diesen Punkt enthaltendes Translationsfeld angeben laiBt, d. h. ein 


*) Vgl. § 2 des vorigen Aufsatzes. 
**) Math. Ann. Bd. 72, 8. 37 
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ganz auBerhalb seines Bildgebietes liegendes Gebiet, das von zwei einander 
nicht treffenden einfachen offenen Linien, deren eine das Bild der an- 
deren ist, begrenzt wird. 

Ich ziehe aus dem Translationssatze folgendes Korollar: 

Wenn eine eineindeutige stetige, den Umlaufssinn nicht dndernde Trans- 
formation der Cartesischen Ebene in sich keinen Fixpunkt hat, so kann auch 
keine Potenz dieser Transformation einen Fixpunkt haben. 

Der direkte Beweis dieses Satzes ist in den Sitzen 1. und 7. der 
Brouwerschen Arbeit*) enthalten. 

Um diesen Satz auf den vorliegenden Fall anwenden zu kénnen, setze 
man voraus, dab die gegebene und somit auch die erweiterte Transfor- 
mation uur einen einzigen Fixpunkt hiitte. Man wiihle den diesem Fix- 
punkte diametral gegeniiberliegenden Punkt ais Beriihrungspunkt und den 
Fixpunkt als Projektionszentrum einer stereographischen Projektion der 
Kugelfliche auf die beriihrende Ebene. Die durch diese Projektion 
transformierte Abbildung der Kugel in sich ist eine eineindeutige stetige 
Transformation der Ebene in sich mit invarianter Indikutrix, die keinen 
Punkt invariant laBt. Man bezeichne mit C,, C,,--+, C, baw. Cy, 
Cy, - + +, © die Grenzkurven bzw. die Bilder der Grenzkurven des 
mit dem gegebenen Bereiche korrespondierenden Bereiches. Man wihle 
eine Folge dieser Kurven in der Weise, daB das Bild C,’ von C, mit 
C,, das Bild C, von C, mit C, usw., endlich das Bild C,’ von C, 
mit C, aquivalent sei; 7 bedeute die Anzahl der Indizes 1, a, B,- > be 
Das Bild C,’ von C, enthalt C, in seinem Innern; das Bild C,” von C,' 
enthilt C, in seinem Innern usw., das Bild C,% von C,“~”» enthilt also C, 
in seinem Innern; mithin wird das Innere von C, bei der i* Potenz der 
gegebenen Transformation auf einen es enthaltenden Bereich abgebildet, 
wobei nach einem Brouwerschen Satze**) wenigstens ein Punkt inva- 
riant ist. Dieser Widerspruch gegen das erwiihnte Korollar des Trans- 
lationssatzes beweist unser Theorem, von dem Satz 2. des vorigen Para- 
graphen einen besonderen Fall darstellt. 


Ujpest, 24. Dezember 1918. 


Sh @ 


) Vgl. § 3 des vorigen Aufsatzes. 
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Uber die periodischen Transformationen der Kreisscheibe und 
der Kugelflache. 


Von 
B. von KeréixsArré in Ujpest (Ungarn). 
§ 1. Die Kreisscheibe. 


t bedeute eine n-periodische eindeutige stetige Transformation der 
Kreisscheibe in sich. Da ¢ im Kreisinnern wenigstens einen Fixpunkt 
haben mu8, so kann man voraussetzen, daB der Mittelpunkt O ein Fix- 
punkt ist. Ein um O als Mittelpunkt gezogener Kreis x, trennt zusam- 
men mit seinen bei den Potenzen von ¢ entstehenden Bildern ~,, %,,. . . x 
um 0 ein Gebiet ab, dessen Grenze von einer invarianten Jordanschen Kurve 
y gebildet wird. Dem Biischel der konzentrischen Kreise x, entspricht der die 
Kreisfliche bedeckende Biischel der einander nicht treffenden invarianten 
Jordanschen Kurven y, die einerseits gegen 0, andererseits gegen den Grenz- 
kreis konvergieren. 

Wenn ¢ die Indikatrix invariant liBt, so ist jede Kurve y frei von 
Fixpunkten und unterliegt einer n-periodischen Drehung. Ein den Punkt 
O mit dem Grenzkreise verbindender Jordanscher Kurvenbogen, der jedes 
y nur in einem Punkte trifft, ist also von seinen Bildern separiert, womit 


al 


¢ als einer Drehung homéomorph charakterisiert ist. 

Wenn aber ¢ die Indikatrix umkehrt, so liegen auf jeder der Kurven 
y zwei invariante Punkte M und N. Der geometrische Ort der Punkte 
M, N ist, weil er mit der Fixpunktmenge identisch ist, abgeschlossen; 
mithin ist die Menge der Punktepaare (M, N) eineindeutiges stetiges 
Bild der Menge der Kurven y, d. h. der geometrische Ort g der Punkte 
M und N ist ein die beiden Fixpunkte der Peripherie verbindender Jordan- 
scher Kurvenbogen, womit ¢ als einer Spiegelung homéomorph erkannt ist. 


§ 2. Die Kugelfliche. 
a) Transformationen mit Fixpunkten. 
Eine n-periodische eindeutige stetige Transformation der Kugel- 
fliche in sich, die einen Fixpunkt hat, hat wenigstens zwei Fixpunkte 
A und B. Wir iiberdecken die Kugel mit einem Biischel einander nicht 
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treffender Kreise x,, welche. sich auf A und B zusammenziehen. Die 
Bilder von x, bei den Potenzen von ¢ seien x,, x,, %,--.%,_,3; die Grenze 
des von diesen Kurven um A abgetrennten Gebietes ist eine invariante, 
Jordansche Kurve y. Die einander nicht treffenden invarianten Kurven y 
bilden einen die Kugelfliche bedeckenden Biischel, der sich auf A und 
B zusammenzieht. 

Wenn ¢ die Indikatrix invariant laBt, so ist jede Kurve y frei von 
Fixpunkten und unterliegt einer n-periodischen Drehung. Wenn wir 
also A und # durch einen jedes y nur in einem Punkte treffenden Jor- 
danschen Kurvenbogen 6 verbinden, so kann » seine Bilder nicht treffen, 
womit die Charakterisierung von ¢ als Drehung fertig ist. 

Wenn aber ¢ die Indikatrix umkehrt, so liegen auf jeder Kurve y 
zwei invariante Punkte M und N. Der geometrische Ort von M und N 
ist, weil er mit der Fixpunktmenge identisch ist, abgeschlossen, mithin 
ist die Menge der Punkte (M, N) eineindeutiges stetiges Bild der Menge 
der Kurven y, d. h der geometrische Ort g der Punkte M und N ist eine 
Jordansche Kurve, womit ¢ als Spiegelung charakterisiert ist. 


b) Transformationen ohne Fixpunkte 


t bedeute eine n-periodische eindeutige stetige Transformation der 
Kugelfliiche in sich ohne Fixpunkt. ¢ ist eine die Indikatrix erhaltende 
Transformation, die wenigstens einen Fixpunkt hat, mithin ist @ nach 
a) einer Drehung homéomorpb. A und B seien zwei Fixpunkte von ?¢’, 
die bei ¢ inemander tibergehen. Wir betrachten einen die Kugel be- 
deckenden Biischel von bei # invarianten, sich auf A und B z- 
sammenziehenden, einander nicht treffenden Jordansche Kurven y; die 
von ¢ erzeugten Bilder y’ von y bilden einen Biischel der gleichen 
Art. Sei von A aus y, die erste Kurve y, die ihr Bild y, trifft. P, sei 
ein gemeinsamer Punkt von y, und y,’, das Bild von P, bei # sei P,. 

Wenn einer der Punkte P,, P,,...P,_,, 2. B. P;, mit P, zusammen- 
fallt, so sind die Punkte P,, A und B bei der die Indikatrix erhaltenden 


" ‘ ‘ . . li . » ain " n 
Transformation /*‘ invariant, mithin ist ¢ die Identitit, also i= | 


und 
n =2 (mod 4); nach a) ist ¢? einer Spiegelung homéomorph. Ein die 
Punkte A und P, verbindender Jordanscher Kurvenbogen },, der jede Kurve 
n 


y zwischen A und y, nur in einem Punkte trifft, bildet mit seem bei t? 
entstehenden Bilde b, zasammen einen Bogen b, dessen Bilder die Kugel 


» 


fiche in ~ Sektoren einteilen. Mithin ist ¢ einer Drehspiegelung 


homéomorph. 








38 B. v. Kertxsinré. Periodische Transformationen der Kreisseheibe und Kugelflache 


Wenn aber die Punkte P; alle voneinander verschieden sind, so bildet 
der Jordansche Kurvenbogen },, der P, mit A verbindet und jede Kurve 
y zwischen A und y, nur in @inem Punkte trifft, mit dem Jordanschen 
Kurvenbogen },’, der P, mit B verbindet, jede Kurve y»’ zwischen B und 
7; nur in einem Punkte und die Bilder von }, nicht trifft, einen Bogen 
b, der seine Bilder nicht trifft, so daB ¢ auch in diesem Falle als einer 
Drehspiegelung homéomorph erkannt ist. 


Ich spreche Herrn Brouwer fiir seine yiitigen Anweisungen, denen 
ich die hier gegebene einfache Darstellung meiner Beweismethode ver- 
danke, meinen ergebensten Dank aus. 


Ujpest, 7. Februar 1919. 
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Uber die periodischen Transformationen der Kugel. 
Von 
L. E. J. Brouwer in Amsterdam. 
, . 

Die Resultate der vorstehenden Arbeit des Herrn v. Kerékjarté waren 
mir seit mehreren Jahren bekannt; u. a. habe ich im Jahre 1911 Herrn 
F. Bernstein die beiden folgenden Sitze mitgeteilt: 

1. Jede periodische, eineindcutige und stetige Transformation der Kugel 
mit invarianter Indikatrix ist einer euklidischen Drehung topologisch dqui- 
valent. 

2. Jede involutorische, eineindeutige und stetige Transformation der Kugel 
mit umlehrender Indikatrix ist einer euklidischen Spiegelung um den Mittel- 
punkt oder um eine Mittelebene topologisch dquivalent. 

Meinen damaligen Beweis, der mir zwar weniger einfach, dafiir aber 
leichter verallgemeinerungsfahig als der vorstehende scheint, teile ich hier 
mit. .Er beruht auf fulgender Spezialisierung des allgemeineren in Fub- 
note *) von 8. 605 der Géttinger Nachrichten 1912 enthaltenen Theorems: 

Wenn eine periodische, eineindeutige und stetige Transformation einer 
schlichtartigen Fliche F alle Rénder invariant lift und keinen invarianten 
Punkt aufweist, so ist die Anzahl der Riinder von F entweder 2 oder 0. 

Die zn diesem Satze fiihrende, a. a. O. angegebene Schlubweise 
liefert niimlich gleichzeitig den Zusatz, daB im Falle einer periodischen, 
eineindeuligen und stetigen Transformation der Kugel, deren Fixpunkte die 
Kugel nicht in. Teilgebiete zerlegen, die Anzahl der Fixpunkte entweder 2 
oder © ist. An diesen Zusatz ankniipfend, betrachten wir der Reihe nach: 

1.' Die n-periodische Transformation t mit invarianter Indikatrix der 
Kugel K. \ndem wir in K die beiden Fixpunkte tilgen, erhalten wir eine 
Zylinderfliche Z. Indem wir je zwei durch eine Potenz von ¢ ineinander 
tibergehende Punkte von Z identifizieren, erhalten wir eine als Modulfliche 
von t in bezug auf Z zu bezeichnende zweiseitige Flache M. Das auf M 
bestimmte Bild eines nicht zusammenziehbaren Riickkehrschnittes von Z ist 
ebenfalls nicht zusammenziehbar, so daB M nicht einfach zusammen- 
hiingend sein kann. Andererseits kann M keine mehrfache Basis der Zyklosis 
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besitzen, weil in dem Falle auch Z eine mehrfache Basis der Zyklosis be- 
sitzen,miiBte. Mithin ist M, ebenso wie Z, eine Zylinderfliche, deren n- 
periodische Uberlagerungsfliche die Fliiche Z zuriickgibt, und hieraus folgt, 


daB ¢ einer euklidischen Drehung iiber einen Winkel 3" topologisch dqui- 


valent ist- Gileichzeitig ersehen wir, dab ¢ auch in bezug auf K eine 
Modulfliche, und zwar eine vom Zusammenhange der Kugel, besitzt. 


. 2. Die involutorische Transformation t mit wmkehrender Indikatrix und 
hichstens zwei Fixpunkten der Kugel K. Die nach eventueller Tilgung 
der Fixpunkte restierende Fliche bezeichnen wir wieder mit Z und die 
Modulfliche von ¢ in bezug auf Z, welche in diesem Falle einseitig ist, 
mit'M. Wenn Z eine Zylinderfliche wire und j das auf 7 bestimmte 
Bild eines einseitigen Riickkehrschnittes 1 von M, so kénnte i die Fliche 
M nicht zerlegen, mithin kénnte j die Menge der Paare von durch ¢ in 
einander iibergehenden Punkten von 7 nicht zerlegen, was unméglich ist. 
Wir sehen also, dab Z mit K identisch und M eine geschlossene Fliche 
ist. Weiter entspricht jeder nicht zusammenziehbare Riickkebrechnitt von 
M notwendig einer Verbindungskurve zweier durch ¢ ineinander iiber 
gehender Punkte von K. Weil aber je zwei dieser Verbindungskurven sich 
stetig ineinander iiberfiihren lassen, so lassen auch je zwei nicht zusammen- 
ziehbare Riickkehrschnitte der einseitigen Fliche M sich stetig ineinander 
liberfiihren, d. h. M besitzt den Zusammenhang der projektiven Ebene. 
Weil weiter die zweiseitige Verdoppelung von M die Fliche K zuriick- 
gibt, so ist ¢ einer euklidischen Spiegelung um den Mittelpunkt topologisch 
dquivalent. 

3. Die ‘mvolutorische Transformation t mit umkehrender Indikatrix und 
mehr als zwei Fiapunkten der Kugel K. In diesem Falle kann von den 
durch die Menge @ der Fixpunkte bestimmten Restgebieten- keines in sich 
transformiert werden, so daB unter diesen Restgebieten zwei existieren, 
welche durch ¢ vertauscht werden. Mithin liegen in K auch zwei einfach 
zusammenhingende Gebiete gy und g’, deren Grenze in g enthalten ist und 
welche durch ¢ vertauscht werden. Diese Gebiete g und g’ miissen not- 
wendig eine gemeinsame Grenze besitzen, welche zusammen mit g und g’ 
die Kugel K erschépft und sowohl fiir g wie fir g’ unbewallt ist, mithin 
eine einfache geschlossene Kurve darstellt, womit t sich als einer cuklidi- 
schen Spiegelung um eine Mittelebene topologisch dquivalent erwiesen hat. 

4. Die 2n-periodische (n > 1) Transformation t mit umkehrender Indi- 
katriz der Kugel K. Wir bezeichnen die fiir @ auftretenden Fixpunkte 
mit F’, und F,, die Modulfliche von # in bezug auf K mit M, die durch 
die Abbildung von K auf M aus ¢ hervorgehende involutorische Trans- 
formation mit umkehrender Indikatrix von M mit s. Wenn s eine F, und 
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F, enthaltende einfache geschlossene Kurve j von Fixpunkten besiBe, so 
wiirde die fiir ¢ invariante Bildmenge von j auf K aus 2” F, und F, 
verbindenden, einander auBer in F, und F, nicht treffenden einfachen 
Kurvenbogen bestehen, deren Reihenfolge von ¢ umgekehrt werden miiBte 
von denen aber jede durch eine geeignete Potenz von ¢ in jede andere 
liberfiihrbar wire, was fiir » > 1 unméglich ist. Wenn also s eine Kurve 
j von Fixpunkten besitzt, so werden F’, und F, durch j getrennt. Das Bild 
von j auf A ist eine F, und F, trennende einfache geschlossene Kurve k, 
so daB ¢ sich im topologischen Sinne als eine (die Kurve k n-periodisch in 
sich transformierende) Drehspiegelung erweist. Wenn aber s keinen Fix- 
punkt besitzt, so bezeichnen wir die Modulfliche von s in bezug auf M 
mit N und wihlen in N einen willkiirlichen den Bildpunkt von /, und 
F, nicht enthaltenden einseitigen Riickkehrschnitt 1. Das Bild von / auf 
M ist eine F, und F, trennende einfache geschlossene Kurve j, das Bild 
-vou j auf K ist eine einfache geschlossene Kurve k und ¢ ist im topo- 
logischen Sinne eine (die Kurve k 2n-periodisch in sich transformierende) 
Drehsmegelungq. 


Unter den Folgerungen aus den obigen Theoremen hebe ich als eine 
der bemerkenswertesten diese hervor: Wenn wir unter einer topologischen 
Involution n» Ordnung einer Fliche F' eine soleche Zerlegung von I’ in 
Systeme von /hdchstens n Punkten verstehen, daB die Menge dieser Systeme 
sich eineindeutig und stetig auf eine als Modulfldche der Involution zu be- 
zichnende Fliiche M abbilden laBt (wie Jeicht zu beweisen, ist alsdann 
F eine n-blittrig iiber M ausgebreitete Riemannsche Fliche), so gilt der Satz, 
daB jede Gruppe von n eineindeutigen und stetigen Transformationen mit 
invarianter Indikatrix einer geschlossenen zweiseitigen Fliiche F cine Invo- 
lution »® Ordnung von F darstellt.*) 


* 


Vgl. eine der Amsterdamer Akademie d. W. am 29. Miirz 1919 vorzulegende 
Mitteilung 
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Beitrag zur Laplaceschen Cascadenmethode. 
Von 
Max LaGatty in Miinchen. 
§ 1. Einleitung und Problemstellung. 


Bei verschiedenen Problemen der Differentialgeometrie wird man auf 


die Aufgabe gefiihrt, eine Anzahl von partikuliren Integralen z, einer. 


linearen partiellen Differentialgleichung 2. Ordnung mit zwei unabhingigen 
Veriinderlichen (Laplacesche Gleichung) 

) O*2 dz Oz 

JE ; > os ( 
(1) E aude + % out de + cz ), 


wo die a, b, ¢ Funktionen von u und v sind, aufzufinden, welche einer 
quadratischen Bedingung geniigen, die auf folgende Normalform gebracht 
werden kann: 


(2) S22 =0 


Der einfachste Fall » = 4 entspricht der Aufgabe, die Orthogonal- 
systeme zweier Kurvenscharen auf der Kugel*), oder unter Einfiihrung 
tetrazyklischer Koordinaten**), in der Ebene zu bestimmen. Auf den Fall 
n = 5 wird man gefiibrt, wenn man die analytische Darstellung von Flachen 
hezogen auf die Kriimmungslinien als Parameterkurven anzugeben sucht.***) 
Das Auftreten der quadratischen Bedingung erscheint am durchsichtigsten 
bei Verwendung von pentasphirischen Koordinaten.;) Der Fall n =6 
tritt in der héheren Kugel- und Liniengeometrie auf, wenn es sich um 
die Auffindung von Kugel- oder Strahlenkongruenzen handelt, auf deren 
beiden Brennflichenmanteln sich die Kriimmungslinien bzw. Haupttangenten- 


*) Bianchi, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie, erste Auflage, 8.122; das vierte 
Integral ist 1 neben den drei rechtwinkligen Koordinaten. Vgl. auch FuBnote **) 8. 44. 

**) Encyclopiidie Ill AB 7 8. 670. 

***) Bianchi |. c. 8. 111. 

+) Darboux, Lecons sur la theorie générale des surfaces I], S. 221; Eneyel. Ll, 
A. B. 7 8. 663. 
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kurven entsprechen.*) Die Lésung dieser Aufgabe fiihrt vom Gesichts- 
punkt der gewéhnlichen Fliichentheorie aus zur Auffindung von Flichen 
mit bekannten Kriimmungslinien, bzw. Haupttangentenkurven. 

Alle diese Aufgaben sind in zahlreichen Fallen behandelt; den meisten 
von ihnen gemeinsam ist die Erscheinung, dab die quadratische Bedingungs- 
gleichung kaum erwihnt und ihre Auflésung mit Hilfe von Kunstgriffen 
ymgangen ist. Fiir » = 4 beweist Goursat**), dafi die Laplacesche Glei- 
chung, der die tetrazyklischen Koordinaten eines Punktes der Ebene, be- 
zogen auf ein System von Orthogonalkurven als Parameterlinien, ge- 
piigen, durch Transformationen nach beiden Richtungen hin mittels der 
Laplaceschen Methode integrierbar ist, wenn sie es nach der einen Richtung 
ist; ein Satz, der im folgenden allgemein bewiesen wird. Goursat be- 
schaftigt sich weder mit der allgemeinen Form der Integrale, noch be- 
nutzt er seinen Satz zu besonders weitgehenden Folgerungen. Was sonst 
an orthogonalen Kurvensystemen bekannt ist, darunter die sehr umfang- 
reiche Klasse der isothermen Kurvensysteme, ist meist ohne Beniitzung 
der quadratischen Bedingung abgeleitet. — Fiir den Fall » = 5 gibt Dar- 
boux einfache Beispiele der Integration der Laplaceschen Gleichung mit 
nachheriger Auflésung der quadratischen Gleichung zur Bestimmung von 
Flichen mit isothermen Kriimmungslinien.***) Im allgemeinen zieht er 
kiinstliche Methoden vor. So ist es bezeichnend, da& zur Lisung des 
Problems der sphirischen Abbildung eine Methode ausgebildet und zur 
Bestimmung der Flachen mit ebenen und sphirischen Kriimmungslinien 
verwendet}) wird, welche in ihrem Kern auf der bekannten Lieschen Be- 
rihrungstransformation beruht, die die Kriimmungslinien einer Flaiche aus 
den Haupttangentenkurven einer anderen hervorgehen liBt. Der analy- 
tische Zusammenhang wird durch Einfiihrung Bonnetscher Koordinaten++) 
hergestellt. Weniger kiinstlich ist die auf Gaub und Weingarten zuriick- 
gehende Behandlung des Problems der sphirischen Abbildung+7}7), ebenso 
die Einfihrung von Ebenenkoordinaten.§) Die Kenntnis des sphirischen 
Bildes setzt iibrigens stets eine Lisung des Problems fiir » = 4 voraus. 
Auf den Fall » = 6 fiihrt Darboux die Bestimmung der Flaichen mit zwei 
Systemen von sphirischen Kriimmungslinien§$§) zuriick; hier werden die 

*) Darboux IV, &. 332, 345. 

“*) Goursat, Sur les équations linéaires et la méthode de Laplace; American 
Journal of mathematics, vol. XVIII 8. 377, 381. 

***) Darboux II 8S. 253. 
+) Darboux IV, Kap. VIII—XI. 
++) Encycl. Ill D. 6a, S. 433. p 
+++) Bianchi, Differentia!lgeometrie Kap. 4. 
§) Bianchi, 1. c. 8. 140 u. f. 
$§) Darboux IV 8. 260 u. f. 
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Methoden der héheren Kugelgeometrie angewendet und die quadratische 
Bedingung gelést. Einen etwas allgemeineren Fall habe ich in meiner 
Dissertation*) behandelt. 

In der folgenden Untersuchung wird die Aufgabe allgemein und 
direkt angefaBt. Von der Differentialgleichung (1) wird vorausgesetzt, dab 
sie einer formalen Integration zugiinglich ist und ihr allgemeines Integral 
nach der Laplaceschen ,,Cascadenmethode“**) erhalten werden kann. Sig 
wird also in dieser Integrationstheorie als ,von endlichem Rang hinsicht- 
lich der einen unabhingigen Veranderlichen* angenommen. Dann ergibt 
sich als notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Méglichkeit des 
Bestehens einer quadratischen Relation zwischen einer endlichen Anzahl 
von linear unabhiingigen partikuliiren Integralen, daB sie auch hinsicht- 
lich der anderen unabhiingigen Veriinderlichen von endlichem Rang ist. 
Ihr allgemeines Integral laBt sich in eine von Quadraturen freie Form 
bringen; darin tritt je eine willkiirliche Funktion je einer der beiden un- 
abhangigen Verinderlichen im allgemeinen mit ihren Differentialquotienten 
bis zu einer bestimmten.Ordnung auf. Die quadratische Bedingung abt 
sich dann auf zwei Systeme von gewéhnlichen Differentialgleichungen za- 
riickfiihren, welche diejenigen Funktionen je einer Verinderlichen mitein- 
ander verbinden, die an Stelle der willkiirlichen Funktion in die partiku 
laren Integrale eingehen. Diese Systeme sind von Differentialgleichungen 
zweiten Grades und héherer Ordnung gebildet; sie lassen sich durch ein 
schrittweises Reduktionsverfahren mittels Quadraturen integrieren, womit 
das vorgelegte Problem vollstindig gelést ist. 

Auf die geometrischen Anwendungen wird zunichst nicht eingegangen. 
Die allgemeine Lésung des Problems erméglicht es, die oben erwahnten 
Aufgaben der Differentialgeometrie in co vielen Fillen zu lésen. Sie 
gestattet insbesondere eine Klassifikation und systematische Aufzaihlung 
der geometrischen Gebilde, welche nach dem Verfahren erhalten werden.***) 


* 


Lagally, Uber die Flachen mit sphiirischen Krijmmungslinien und die ent- 
sprechenden Flichen des Linienraumes. Diss. Miinchen 1903. 

**) Encycl. Il A 5 8. 384; Laplace, Recherches sur le Calcul integral aux diffé- 
rences partielles. Mémoires de Mathématique et de Physique de l'Academie des 
Sciences pour 1773, p. 341—403. Ausfiihrliche moderne Darstellungen finden sich 
bei G. Darboux, Lecons sur la théorie générale des surfaces Bd. II Kap. II—VIIL 
E. Goursat, Lecons sur l'integration des équations aux dérivées partielles du second 
ordre Bd. Il, Kap. V u. f. zum Teil. In Betracht kommt noch E. Goursat, Sur les 
équations linéaires et la méthode de Laplace, American Journal of mathematics, 
vol. XVIII. 

***) Als erste geometrische Anwendung erscheint demnicht. eine Untersuchung 
Uber orthogonale Kurvensysteme ‘in der Ebene in den Sitzungsberichten der bayr. 
Akademie der Wissenschaften. Jahrgang 1919 
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§ 2. Die Laplacesche Transformation. 

Wenn zwischen » linear unabhiangigen Integralen z,,..., 2,,..., 2, 
einer linearen partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung (Laplace- 
schen Gleichung) 

Oz Cz 


(1) E= +a +b~ +c2.=0, 


cuar Cu 
wo a, b, ec Funktionen von u, v sind, eine quadratische Beziehung besteht, 
die in der folgenden Normalform angenommen werden soll, 


” 


und aus der durch Differentiieren die beiden Gleichungen 
Y Oz, % Oz 
St% 0, Sha2~0 
— ou ov 
1 1 
folgen, so besteht zwischen den z, auBerdem noch die Gleichung 


n 
Okyv Of» 
Pb) > == (), 
\ / Ou Ov 


Durch Maltiplikation der » Gleichungen (1) mit ¢, und darauffolgender 
Addition erhalt man namlich 
Nats 


fed * OUDV 
1 


0 


anderseits ergibt sich durch Differentiation der ersten Gleichung (2a) nach v: 
a, O72 VOL, O02, 
“2 4; ede v 2 Ou ~ Yaa 0 
womit das Bestehen der Gleichung (2b) bewiesen ist. 

Unter den Methoden, die zur Integration der Differentialgleichung (1) 
Verwendung finden, ist die Laplacesche ,,Cascadenmethode“*) die frucht- 
barste. Es ist bekannt, daB sich die Integration von (1) nur dann auf 
die aufeinanderfolgende Integration zweier gewéhnlicher linearer Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung zuriickfiihren laBt, wenn eine der 
beiden ,,Invarianten“**) 


l 
(3) h = re > ab = €, h =>. . t ab c 


ct cr? 


*) Literatur; 8. FuBnote ™) 8. 45. 


**) Darboux II 8. 23 
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identisch verschwindet. Andernfalls lassen sich aus (1) durch die Trans- 
formationen *) 


Cz Oz 
(4a) = 7 +48; an +bz,=—hz 
und 
t = 1 hz: ons). Z = AZ 
(4b) bio, +64; —' +44_, 


zwei neue Laplacesche Gleichungen EL, = 0 und E_, = 0 ableiten, deren 
Koeffizienten und Invarianten mit denen der Ausgangsgleichung in ein- 
facher Weise zusammenhiingen. Diese ,,Laplacesche Transformation“ lift 
sich nach beiden Seiten hin beliebig oft wiederholen, sofern nicht fiir eine 
der abgeleiteten Gleichungen E,=0 oder E_,= eine der beiden ln 
varianten Null wird. Dann bricht die Reihe ab; die letzte Gleichung liBt 
sich durch Quadraturen integrieren und aus ihrem allgemeinen Integral 
erhilt man durch Differentiationen das allgemeine Integral der Ausgangs- 
gleichung E = 0. 

Bricht die Reihe mit E,=—0 ab, so ist das allgemeine Integral**) 
dieser Gleichung 


(5) e; = o(t, v) { U(u) + w(v) B(u, v) dv) 


wo (u,v) und B(u,v) bestimmte Funktionen von wu und v, dagegen U(u) 
und w#(v) willkiirliche Funktionen von u, bzw. v allein sind. 
Das Integral der Ausgangsgleichung (1) erscheint dann in der Form 


i ne : on > £ ORs ” "| ap 
(Da) e=— A\U +] wade) + A,(l +f W jute )+ vee A,\ l +f W ni dv). 
Dabei sind A, A,,...A, bestimmte Funktionen von w und v. Die Glei- 
chung E = 0 wird als ,vom Rang i+ 1 hinsichtlich u“ bezeichnet.***) 

Bricht die Laplacesche Leihe mit E_,=0 ab, so hat das Integral 
der Ausgangsgleichung die Gestalt 


z= B( Viv) + f (x) (u,v) du) + BV’ + Io Fe du) 
(5b) " . 


, ” We 
+ -B(V+ fig < du) 
e/ ov) ‘ 
und diese ist vom Rang j + 1 hinsichtlich vr. Dabei sind a(u,v), B, B, 
.-. B, bestimmte Funktionen von u und v, m(u) und V(v) aber willkiir- 
liche Funktionen von u, bzw. v allein. 


*) Darboux II 8. 27. 
**) Darboux II 8. 33. 
***) Darboux II S. 36. 
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§ 3. Umformung der quadratischen Bedingung. 


Nach diesen Vorbemerkungen soll dazu iibergegangen werden, aus 
der quadratischen Gleichung (2) swischen n Integralen der Ausgangsglei- 
chung E=0O eine Bezichung zwischen den Integralen ihrer Laplaceschen 
Transformierten abzuleiten. Die Ableitung stiitzt sich auf folgenden In- 
duktionsschlu8: Es seien z,, und z_,, (v=1,2...m) die i., baw. —i. La- 
placeschen Transformierten der » Lntegrale z, der Ausgangsgleichung. Be- 
steht zwischen ihnen das Gleichungssystem: 


n n a 
=. Of_iv_ ‘| OZ iy Z 0 » Ori» 7s-iv 0) 
n had “i? Ou a cu “-t z du av 
a? 1 1 1 
(A) r2z,,2_,,=0 
—_~ 


7? ty n 


a“ na 
= jai - ce " 
t - Oz _iy \Y O“iy . \ O%;, O2_jy 
"Z == () ’ Z =(Q >)» ox () 
domi «=(** OU fod «=U —ov a_i OV Cu 
1 1 1 


das sich fiir i= 0 auf die Gleichungen (2, 2a, 2b) reduziert, so gilt 
dasselbe System von Gleichungen auch, wenn man ¢ durch i + 1 ersetzt. 

Der Beweis wird durch Anwendung der Laplaceschen Transformation 
erbracht. Die Transformationsformeln sind 


: 02; Ls . O%;41 “a = 
a) 41,7 ay t a,2, c) aa + b,4,,, = hye, 
Oa + dz 
ee a a wng—j Rae » 
b) #..4= = of. d) = +4_4.;,1= k_,2. ea 


Durch Multiplikation der linken Seiten von a) und b) findet man mit 
Riicksicht auf (A) 2 

"%, | 
(a) S 


A 


/ VA VA 
P “i+1,¥"—i—1,» 
1 


== (), 


Multiplikation von (a) mit (d) und (b) mit (c) gibt 


n 


n 
' “ 024-1 _ ¢. Ny Oi41,+ , «6 
(p) ~i+1, av ~— ’ hes *-i-i,7 
1 


ou 
i 


Durch Differentiation der Gleichung (@) nach wv und vo erhilt man unter 
Beriicksichtigung von ({) 


n n 

— S- — 
* a, i ee 
? - av “—j—1,) ? -- “i+1,¥ Cu " 


” ‘ ; ' 6% 2 O*s_;_ 
Nun ist, da sich nach der Laplaceschen Transformation = und tom = 
Cc 


linear durch z,,, bzw. z_,_, und die ersten Differentialquotienten aus- 
driicken lassen, auch 
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+ ez 1 = e%z 1 
ye see g = 0; > 2 --,- = Q, 
as Bucr i—1,s ‘+15 Qude 

1 


Unter Beachtung dieser Gleichungen erhilt man durch Differentiation von 
(B) und (7), 
(8) N41, - i—i,+ = 0: Site riage ee = y 

— — 


ou ‘v ov cu 
1 1 


Damit sind simtliche Gleichungen des Systems (A) fiir den Wert 
i+ 1 abgeleitet; das Bestehen des Gleichungssystems (A) fiir jeden Wert 
von i ist somit als Folge der Bedingung (2) erwiesen: 


Der InduktionsschluB JaBt sich auch in der Weise durchfiihren, 
daB man vom héheren zum niedrigeren Index tibergeht; das Bestehen des 
Systems (A) fiir irgend einen Wert 7 ist also auch hinreichend fiir das 
Bestehen der quadratischen Gleichung (2). 


S$ 4. Satz iiber die Rangzahlen. 
Im folgenden soll nun vorausgesetzt sein, daB die vorgelegte Gleichung 
E =O nach der Laplaceschen Methode integrierbar ist; und zwar soll sie 
vom Rang r, =p + 1 hinsichtlich u sein, die Laplacesche Reihe also. mit 


E, =() abbrechen. Dann ist nach (5 


= o(U,+ Jy, Bdv 


p,? 
also 
= tel ee 4 ‘ iv ) clge | 
(be) do ae (Ut J ¥ Bde) + ev,B= 5 4. + eBY,. 
Greift man aus (A) die beiden Gleichungen 
“y ¥Cz 
(6 Se z_,,=9 und > 8 =( 
pr" — Py av Por 
— _ 
heraus, so ergibt sich 
% 
(Ga) > ¥,(0)2_,, =. 
-_—— *? 


1 

Zwischen n Integralen der Gleichung F:_, = 0 besteht also eine lineare Be- 

zichung mit nur von v ablhiingigen Koeffizienten. Nach einem von Goursat*) 
*) Goursat, Legons sur |’integration des équations aux dérivées partielles du 

second ordre. Bd. II, 8, 21. — Goursat, Sur les équations linéaires et la méthode 

de Laplace (American Journal of Mathematics, vol. XVIII). 
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bewiesenen Satz hat aber eine derartige Relation zur Folge, daB die Reihe 
der Laplaceschen Transformierten nach der negativen Seite hin nach héch- 
stens » — 2 Transformationen abbricht, also keinesfalls fiber F_,,, .=0 
hinaus fortgesetzt werden kann. Die Ausgangsgleichung E=0 ist also 
auch hinsichtlich v von endlichem Rang r,=q-+-1, und zwar hichstens vom Rang 
p+n—1. Unter diesen Hichstbetrag kann der Rang nicht beliebig tief 
herabsinken. Die Ableitung setzt voraus, dab die Gleichung E_, = 0 exi- 
stiert, also g>p ist. In dieser Hinschriinkung liegt keine sachliche Be- 
schrinkung; indessen kann auch, wenn man sie fallen laBt, die Rangdiffe- 
renz d ihrem absoluten Wert nach dem Betrag » — 2 nicht iiberschreiten. 
Bleibt man bei der urspriinglichen Festsetzung 


(4) q= P, 

so ergibt sich eine obere Grenze fiir q¢ 

(7a) qapt+n—2 

oder, wenn man p und q als gegeben betrachtet, eine untere Grenze fiir 
(7b) n>q—pt+2. 

Wir haben also den Satz: Wenn eine Laplacesche Differentialgleichung 
hinsichtlich der einen Veriinderlichen von endlichem Rang ist, so ist die not 
wendige Bedingung fiir. das Bestehen einer quadratischen Relation zwischen 
einer Anzahl von linear unabhdngigen partikuléren Integralen die, dap die 
Gleichung auch hinsichtlich der anderen Verdnderlichen von endlichem Rang 
ist. ~DaB diese Bedingung auch hinreichend ist, zeigt sich im folgenden 
darin, daB es stets méglich ist, geeignete Integrale auszuwihlen. 


$5. Beziehung zwischen den beiden Reihen der in die Integrale 
eingehenden willkiirlichen Funktionen. 


Das allgemeine Integral unserer Gleichung JiB6t sich jetzt stets in 
folgende, von Quadraturen freie Form bringen:* 


OF .,. HEF i 


(8 a= N; 4%-:: BY, Yass Yy* 

Lin m me? Ly “a ™ Ym 726 gy,” 
wo U eine willkiirliche Funktion von wu allein, V eine willkiirliche Funk- 
tion von v allein ist; die 2, (u = 1,2,...m) sind bestimmte Funktionen 


von wu allein, y, (u=1,2,...m) bestimmte Funktionen von v allein. 
Dabei ist m=p+q+1. N ist ein von w und v abhingiger bedeutungs- 


*) Darboux II. S. 46 
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loser Proportionalititsfaktor. Sowohl die z, als auch die y, kénnen 
linear unabhingig vorausgesetzt werden; eine lineare Gleichung hiitte eine 
Rangverringerung*) zur Folge, die wir uns, wenn sie méglich ist, bereits 
ausgefiihrt denken. 

Die Laplacesche Transformation vollzieht sich jetzt in der Weise **), 
daB abgesehen von einer Anderung des Proportionalitiitsfaktors, die Ord- 
nung der héchsten Differentialquotienten fiir die eine Verinderliche um 
1 erhdht, fiir die andere um 1 verringert wird; die Anzahl der von beiden 
Veranderlichen eingenommenen Spalten verschiebt sich damit um 1, wih- 
rend die Ordnung der Determinante ungeindert bleibt. 

Insbesondere sind die in (6) und (6a) auftretenden Transformierten: 


OVS’... Vero UU’ ...Ue) VV’... Ve-»| 

= ay y¥, ---y,°t® 0S ia ae i Be, 10. Ow”... y,@-?) 
(9) 4 5 ors Sg Bg | 29 aia Tare Ava 
, : ‘ 4 2 , i 

Lnbm¥m ++: ye*? pa aoe PY Ym + Yt P) 


ferner ergibt sich, wenn man ¢, in der Weise normiert, dab 


%% -- +9, "*? 
1 


— 
Np , ‘ ist, 
YnYm - ++ OR*t 
VV’... Verety 
oz , (p+9+1) 
(9a) af = 6 ee lle : (p+q+1—=—m) 
Av . ‘ : ‘ ° ° ‘ 


YY, «+. YererD 
wo # ein nur von den z, und y, und ihren Ableitungen abhingiger 
Faktor ist.***) Der Vergleich mit (5c) ergibt, daB man 

Te oe We 


ve m) : 
(10) v, (v) = i ae (v=0,1,...n) 
YnYn moh ye 


setzen kann; hierauf geht (6a) tiber in 
2, yy, aU; Y, " a U,P?)y, >) V,, ¥, a’. y, 7 ° a Via ~#) y, 
(ll); “% fj wwe MP "1 9%, -- gem? =( 


x £ a. i Yen S. > sep |: Gare 


m m m 


wo alle Summen fiber » von 1 bis » genommen sind. 


*) Darboux II S. 48 u. f. 
™) Darboux II S. 45. 
***) Darboux II 8. 44. 
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Gleichung (11) kann in folgender Weise umgeformt werden: durch 
Differentiieren nach u erhilt man eine Gleichung, die sich von (11) nur 
dadurch unterscheidet, daB in der (2p + 1)*" Spalte der Index 2p durch 
(2p +1) ersetzt ist. Aus dieser Gleichung und (11) laBt sich eine neue 
ableiten, welche mit (11) der Form nach iibereinstimmt, jedoch die Ab- 
geleiteten nach u bis zur (2p + 1)*", die nach v bis zur (¢—p— 1)" ent- 
halt. Dieses Verfahren kann sooft wiederholt werden, bis simtliche, nur 
Funktionen von v enthaltende Spalten verschwunden sind und sich folgende 
Gleichung ergeben hat: 


yw ’ Tr? Ww y, : 
— U, ¥, an ul y ¥, ** * ud Ue y, 
’ » (m) 
(12) my os tot. —0. 
n 4 (m) 
Lm Im — Din 


Fiihrt man, entsprechend (10), » Funktionen von w allein g,(u) durch 
folgende Definition ein 
U, U,... U,™ 


» »? (m . 
(13) ~,(u) = My ++- My . (»y =0,1,...#) 
: Lin a ny a“) 
so nimmt (12) die einfache Form 
. 
(14) > p, (u)y,(v) = 0 
1 


an. Eine Funktionalgleichung von derselben Form gilt dann auch zwischen 
den GréBen U, und V, 


(15) > U,V, = 0; 
i 


, .) 

denn die U, sind durch die g, bis auf eine additive Zusatzfunktion >! C2 
1 

bestimmt; durch Weglassen dieser Zusatzfunktion, die fiir die Werte der 


Funktionen z, ohne EinfluB ist, sind sie so normiert, daB jede lineare Be- 
tiehung, die etwa zwischen den q, gilt, auch fir die U, Giiltigkeit hat. 
Entsprechendes gilt fiir die GréBen y, baw. V,. 


“ 


§ 6. Normierung der partikuliren Integrale. 
Wenn man nun das allgemeine Integral ¢ in zwei Teile zerlegt, deren 
jeder nur eine willkiirliche Funktion von u oder v allein enthilt, also 


(16) z=z|u| + alo], 
4° 
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wo nach (8) unter Weglassung des unwesentlichen Faktors N 
UU'---U” 0 0 ---0 


a tt,” yy yey, 
> 1 1 1 71 1 71 
(16 a) o{ ul ee 
I , (9 
Din Lin mr al ” Ym Ym SP y,, 
0 .0.---0 V V’.--V@ 
a ay rE” um y,” 
16 b) zi 
Pp 4 
Ln, t r ’ 4; Y; Y; 


ay 

ist, so ist auch > 2,|ulz,[v] = 0 
1 

und (2) reduziert sich auf 


wa) ~~ 
(17) >? #, uP + > 2, [vf 0, 
1 


— 
1 


Um nun solche Funktionen aufzufinden, die der Gleichung (14) baw. (15) 
geniigen, hat man zwischen den g, bzw.’U, eine Anzahl ¢ von linearen 
Gleichungen anzunehmen*); hierdurch ist eine Anzahl s=m —t# von 
linearen Gleichungen bestimmt, denen die GréBen w, bzw. V, gentigen 
miissen. Bringt man durch eine Transformation der Gleichungen (14) 
und (15) in sich die zwischen den g, und U, bestehenden Gleichungen 
auf die Form 


(18) g,=0, U_=90, (rc =s+1, s+ 2,---n) 
so sind die GréBen @,, m,:--@, und U,, U,--- U, von Null verschieden. 
Die zwischen den wv, und J}, bestehenden Gleichungen nehmen dann eben- 
falls die Form yy =0, V.=0 (6 =1,2,---8) 
an, und nur die Gréfen v¥,,,, ¥,,,:°-v, und V,,,, V.,,---V,, sind von 


Null verschieden. Sie sollen mit einer leichten Anderung der Bezeich- 
nung im folgenden 


Wi, Yo°° und re 


genannt werden. 


Dann ergibt sich aus (17) die folgende Normalform der Bedingungs- 
gleichung (2) 


s 


. . 7 
(19) >? «,[u}? + >*2,[o} O: (s 4-t=—n) 


1 1 


Vgl. z. B. Darboux [V S. 262 u. f. 
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U, U/---U® 0 0---0 ‘3 
S _ % LP Hh y,\ 
’ 
— 
i 
I Ad) 
Tm Xm a, Yn Ym Tn 
0 O 0 Pa Fe V5 
NI | 4% 7 r? 4% WH ¥," 
4 ’ == () 
; 
: Pp , \q 
I L, 2 Yn Yu °° J, 
und die Gleichung (6a) nimmt folgende Gestalt an: 
0 0 .--Q J Vi «++ Vie P 
/ . . . (2p My (@—p) 
7 x @, 2 *y Y; vi y; 
(19 a) > Spiel.  . (=O, 
; z 
i 2p , p 
Ln a — t ; Yn Yn 4 y, 


die auch aus (11) zu erhalten ist und mit der wir uns zur Bestimmung 
der GréBen V, zunichst zu beschiftigen haben. 


§ 7. Beziehungen zwischen den willkiirlichen Funktionen 
je einer Reihe. 


Aus (11) kann man folgendes Gleichungssystem ableiten: 


m 


_ 3 
(20) S vey, + Svs 2.%—0 fir x= 0,1,--- 2p, 
ied ’ yo wn 
1 1 
: “4 ‘ Cy - > 
(20a) > Vy, +4 Ss: 4.y, =O fir «=—0,1,---q—p, 


wo die 4, noch unbekannte Funktionen von u und v sind. Gleichungen 
mit denselben Koeffizienten 4, ergeben sich auch aus der aus (11) durch 
schrittweise Anderung je einer Spalte erhaltenen Gleichung (12): 


7 7 
(20 b) > Uw, 4 KA cm O fir «=—0,1,---m. 


ional —_— 
1 1 


(12) kann als eine gewdhnliche lineare Differentialgleichung m‘** Ordnung 
.’ . a ro . . 

fiir > U,w, mit der unabhiingigen Verinderlichen « aufgefaBt werden. 
1 


Da die m GréBen x, partikylire Integrale dieser Differentialgleichung sind, 
wie aus der Determinantenform ersichtlich ist, sind die GréBen 2, von u 
unabhingig, also Funktionen von »v allein. Bringt man insbesondere die 
U,, »,, V,, v, auf die in (18) festgelegte Normalform, so wird 
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’ 


a U,¥, = 0, ebenso > U,~¥,=0 
1 
fiir alle Werte x. gov eneneee verschwinden alle A, ; 
sich dann (q —p +1) Gleichungen 


aus (20a) ergeben 


“a? 


t 
(21) >? Vy, = 0, (x= 0,1,---,¢—p) 
1 


wobei die Summation infolge der Normierung statt von 1 bis m nur von 
1 bis ¢ auszufiihren ist. Wenn man jetzt aus (10) fir ~, den ausfihrlich 
geschriebenen Ausdruck einfiihrt, so erhilt man an Stelle von (19a) 
aus (21) 

SOV, SVOV,--- SV.eV 


% ; yo” 


(22) ay =0 (x=0,1,2,--.¢—p) 


Yn ae vn 

mit Summen nach v von | bis ¢. Damit ist zur Bestimmung der Gripen 
V, und y, ein System von (q — p + 1) gewdhnlichen Differentialgleichungen 
m*” Ordnung 2. Grades gefunden; von den GréBen V, und y, sind soviele 
als willkiirliche Funktionen von v einzufiihren, daB die Anzahl der Diffe- 
rentialgleichungen zur Bestimmung der iibrigen gerade ausreicht. 

Um diese Differentialgleichungen in eine fiir die Weiterbehandlung 
geeignetere Form zu bringen, ersetzen wir die erste der Gleichungen (22) 
fiir x = 0 durch das System von (m + 1) Gleichungen: 


t “ 
Y , 
(Fo) DV! + 2 BLY. = 9, (A = 0, 1,---,m) 
1 1 


wo die m GréBen f, noch unbekannte Funktionen von v sind. In glei- 
cher Weise verfahbren wir mit den folgenden q — p Gleichungen des 
Systems (22); an Stelle der m GréBen f, treten q — p weitere Systeme 
von je m GréBen 6,, fiir x= 1,2,---,¢—p; w=1,2,---,m. Fir awei 
aufeinander folgende Werte von x heiBen die Gleichungssysteme 


; es i 

(F, DV0F . T Pe By Yu" 0 (4=0, 1, +++, mt) 
1 i 
t m 
~ ~*~, 

(F,41) > Wt A# Beas n= 0. (A =0, 1, ---,m) 
1 1 

Differentiiert man (F), so erhailt man . 


y V,@+0V. 4 > OB,,, y 4 > V Oy arty > BL .y 4+)— 0), 
“mM . ’ . x “nh 





_ 


i pe. Gute 


nn _— )«6©]. 


) 
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Die Summe der beiden letzten Glieder verschwindet zufolge (F,) fir 
A= 0,1,---,m— 1; also folgt 


(b) > i, +] V+ Ben y,,: = (0). (A => 0, 1,- -@— 1) 


Die m Gleichungen (b) geniigen gerade zur Bestimmung der m GréBen 
3 
ae darch Vergleich mit den ersten m Gleichungen (F,,,) folgt 


0B, " 
(e) 6..4:.7" 3° (x= 0,1,---,g—p—1; w=—1,2,---,m) 


ow 
Setzt man diesen Wert in die bisher noch nicht gebrauchte ree Glei- 
chung (a) fiir 4 =m ein, so folgt durch Vergleich mit (F 


i) 
4,” a 
r (x) V (m+1) (m + 1) 
(d) Fabs V , ao * T >} By Yn z 0, 
1 1 


d. h. die Anzahl) der Gleichungen des Systems (F,) erhéht sich um 1. 


Dieses Verfahren laBt sich fiir jeden Wert von x anwenden mit Aus- 
nahme des héchsten; es verringert also die Anzahl die Gleichungs- 
systeme (F) um 1, wihrend es gleichzeitig die Anzahl der Gleichungen in 
jedem System um 1 erhéht. Man kann es im ganzen (q—p)mal aus- 


fiihren; dann bleibt nur noch das um (q—p) Gleichungen erweiterte System 
(F,) tbrig: 


(23) > ViVi + > By, = 0. (A=0,1,----m+q—p) 
1 1 

Dabei ist m= p+q+1, also m+ q—p=—2q+1; die Anzahl der Glei- 

chungen ist demnach 2q + 2; mithin, was fiir das a in Betracht 

kommt, eine gerade Zahl, und weil qg > p ist, auch > p+ q + 2. 

Bevor wir an die Bestimmung der GréBen £, atid. erinnern wir 
uns, daB die bisher allein behandelte Gleichung (6a) zwar eine notwendige, 
aber keine hinreichende Bedingung fiir das Bestehen der quadratischen 
Bedingung (2) ist; hierzu muB das ganze System (A) fiir i =p erfillt 


sein. Wir wenden uns zuniichst zur ersten der Gleichungen (6): 


Fir z,, und z_,, wahlen wir die in (9) aufgestellte Form, fiihren aber 
fiirs erste nur z_,, ausfiihrlich ein. Dann folgt 
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£ a os (23 y Y,” «00 y,(¢-P) 
24) 1 1 1 1 71 71 == 0, 
2p) , 
A m , m Zz Y% 4; Y; " 


wobei die U, enthaltenden Summen von 1 bis s, die V, enthaltenden von 
1 bis ¢ zu nehmen sind, und z, , fir z, ,[w|, bzw. 2, ,|v] steht. 


Hieraus leiten wir wieder ein System von linearen Gleichungen ab: 


. m 


% ’ 
(25 a) Ss U@M4 re 2. “=O (x =0Q,1,---, 2p) 
J p,v *s an te 
1 1 
und J 
. a 4 7 { 
(25 b) >: Seely >! «,y,0 V, (A=90,1,---,¢—p) 
1 1 
wo die «, zuniichst unbekannte Funktionen von uw und v sind. 
Dabei denken wir uns z,, wie in (9) und (9a) normiert: 
— ©. V e+ 
i My 4, YW; y,?* ’ 
ry AL 
I m Gus Yn y a 
Of,» 7? 
so dab = | (y= 1,2,---,s) 
ou ’ 
J , J ‘ V, m 
04,,, 4% WM" 
<— == 8(4,v) | = B(u, v)w, (v) ist. 
ae EE acl a en 
, ( 
%.' FF, 
(y=—s+1,s+2,---n oder y=—1,2,... 2). 


>”) 


Dann erhdlt man aus (25a) das zu (23) dhnliche Gleichungssystem 


a ~ 
(26 a) SD UU. 4 Sh a,2,@ 0) (% =0,1,---, 2p) 
ae oe 
1 1 
und durch Differentiieren nach v 
“+ Oa 
(27 a) >: ae tiem U. (x= 0, 1,---, 2p) 
am «0 


Ebenso aus (25 b) 


7 ~) 7 rye 
(26 b) > = V @+1 1. bh» * ay, “* 4 B(u, ”) > w,(v) V@® 
1 1 


“p,¥ y 
1 


Re an 
y 0 e, f ) 
ode uu uy \* U. 
' a v Y,, 
1 





Ve 
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Von den vier Gliedern dieses Ausdrucks verschwindet das dritte zufolge 

(21); die Summe der beiden ersten ist Null nach (25b) fir 
(A=0,1;---+,q p—1). 

Also wird 


= Vee, . 
(27 b) u y = 0. 4=0,1,--.¢g—p—1) 


— ov - 


Man hat jetzt in (27a) und (27b) p + q + 1 = m homogene lineare 


a 
“ 


Gleichungen mit den m Unbekannten Da die Determinante des Glei- 


Ca 
chungssystems von Null verschieden ist, verschwinden alle — Infolge- 
; ay 


dessen sind die «, selbst Funktionen «,(u) von u allein. Die letzte Glei- 
chung von (26b) fir 2=—gq-—vp reduziert sich somit auf die Form der 
Gleichungen (25b), deren Anzahl sich also um 1 erhdht. 


$8. Aufstellung der SchluBgleichungen. 


Von dem Gleichungssystem (25 b), das bisher nur nach v differentiiert 
Verwendung gefunden hat, ist jetzt noch die erste Gleichung in Betracht 
wu ziehen. Fiihrt man fiir z,, den ausfiihrlich geschriebenen Ausdruck 


ein, so heiBt sie 
7 . 
0 Sr: >-V,V, Si v viete 
v Tl % ’ ¥ , e 
1 . - itt. (p+q 7 
A a m1 ws Wi + /864,y, = 9, 
° ° . . . . . . . ° ° . a a 


(28) 


: ’ , (p+9) 
In Ym y y 


wobei die in der Determinante vorkommenden Summen von 1 bis ¢ zu 
nehmen sind. ‘Fiir diese Summen sind jetzt ihre aus (23) folgenden Werte 
einzusetzen: 

O SB,9, BY --* 2 B.y,?*® 


1/2 y Y, +e y, ere a, 
29) i " Y A 1 S: wy, =O. 


x ‘ ae ; p+9@) 
m Ym Ym y 


7m 


Hier sind die auftretenden Summen von 1 bis m zu nehmen. Durch 
Zeilensubtraktion bringt man sie simtlich zum Verschwinden; an ihrer 


m 


7 
Stelle tritt als erstes Glied der Determinante — >«f,2, auf und man 
1 


erhalt: 


m 


| =~ = 
(30) >: B,,(v)x,,(u) t >: a, (u)y,, (0) 7 0. 
wer beat ie 








58 M. Laeatty 


Diese Gleichung hat dieselbe Form wie (14) und (15) und géniigt zur Be- 
stimmung séimilicher Funktionen «,(u) und B,(v). Die Anzahl der Sum- 
manden betriigt 2m; ebenso groB ist die Zahl der linearen Gleichungen, 
die zwischen den Funktionen von uw und den Funktionen von v zusammen 
auftreten miissen. Da sowohl die z, als die y, linear unabhingig sind, 
kann diese Anzahl von Gleichungen nur dadurch erreicht werden, da die 
«, linear durch die z,, die 6, durch y, ausgedriickt werden. Durch eine 
geeignete lineare Transformation der z, kann man die zwischen den «, 
und z, bestehenden Gleichungen auf die einfache Form 


(31 a) a= 2, (u = 1, 2,---, m) 
bringen; danh nehmen die Gleichungen zwischen f, und y, die Form 
(31 b) a — Y,, (u _ 1, 2, eh m) 


an. Dann gehen die zur Bestimmung der Gripen U,, V,, x,, y,, Gienenden 
Gleichungssysteme in folgende Gestalt iiber: 


m 


(32 a) yo, U,” 4 > 2, 2, = QQ, (x = 0, 1,---,2p) 
me 
. ™ 

(32 b) DVO — Dy. =0.  (4=0,1,--,2q41) 
1 1 


Bei diesen Gleichungen ist zuniichst auffallend, dab die Anzahl des ersten 
Systems ungerade, die des zweiten gerade ist. Nimmt man, mit einer 
leicht verstindlichen Anderung der Bezeichnung, das System 


(B) Su A= 0 (x =0,1,---,h) 


=» 


als gegeben an, so kann man daraus das erweiterte System 

oy 
(B’) SAMA 4) a () (x =0,1,---,hk; A=0,1,--+,h) 
; 1 


durch fortgesetztes Differentiieren ableiten. In diesem erweiterten System 
befindet sich stets, ob h = 2k aa oder h = 2k + 1 ungerade ist, die- 


selbe Anzahl von Gleichungen > (A,)? = 0, die das Verschwinden einer 


Quadratsumme ausdriicken, namlich (k +1); umgekehrt kann man aber 


aus einem System 
N 


% 
(C) S? (4,9)? = 0 (A= 0,1,---,k) 
1 
durch fortgesetztes Differentiieren ein erweitertes System ableiten, in dem 
die Héchstsumme der in einem Produkt auftretenden Ableitungen 2k +1 





ist 
80 


fo 


n 





Beitrag zur Laplaceschen Cascadenmethode 59 


ist. Ist also wie in (32a) die héchste vorkommende Ableitung gerade, 
so erweitert sich das System von selbst um eine Gleichung. 

Bringt man jetzt (32a) und (32b) in die Form (C), so erhdlt man 
folgende SchluBgleichungen : 


ow ay 

(33 a) > (U,)2 + > (2, MP =O, (x =O, 1,-- +P) 
1 1 
~~! y 

(33 b) > (V2) — >#(y,%)* = 0. (4 =0,1,--q) 
1 1 


Das Bestehen dieser Gleichungen ist notwendig und hinreichend dafiir, dap 
7 ° T ° 
die quadratische Bedingung (2) >! = erfillt ist. Sie sind zwar nur 
° 1 
aus den beiden ersten Gleichungen des mit (2) gleichwertigen Systems (A) 


n n n 2 
Ss. 0; Sats ee 3» = 0 Sr er Ms _ 
<— “Pr” —p > kat 8 > kat Ou 5-9 ’ ou av 

1 i I 1 


abgeleitet, aber man iiberzeugt sich leicht, dab die folgenden Gleichungen 
auf keine weiteren Bedingungen fiihren. 


§9. Aufloésung der SchluBgleichungen durch schrittweise Reduktion. 


Es bleibt jetzt noch die Aufgabe, die Gleichungen (33a, b) aufzulésen, 
d. h. einen Weg anzugeben, auf dem sich Wertsysteme U,, z, bzw. V,, y, 
finden lassen, die ihnen geniigen. Wir schreiben wieder, indem wir die 
beiden in einer Gleichung vorkommenden Summen in eine zusammen- 
ziehen, an Stelle von (33a) oder (33b) folgendes Gleichungssystem: 
N 
a 
(C) > (4, = 0, (x—0,1,---,k) 
1 
wo die A, Funktionen einer Veriinderlichen wu sein sollen. Bedeutet o 
einen ebenfalls von dieser Verinderlichen abhingigen Proportionalitiits- 
faktor und setzt man 
(a) A, a oB,, 
so geht das System (C) iiber in ein System (C’): 


N ‘ 
. 
(C’) SS (B.@y= 0, (x =, 1,---,k) 
1 
das sich in der Form von (C) nicht unterscheidet. Den Faktor @ wollen 
wir zur Normierung benutzen und so wihlen, dab 
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(b) By -i (14 S2:), By=}(1 _Stp:) 
1 1 


wird; hierzu hat man g@ = Ay—iAy_, zu setzen. Umgekehrt ist aber 
beim Ubergang von einem Normalsystem der B, zu einem allgemeinen 
System der A, der Faktor 9 willkiirlich. 


Mit dieser Normierung ist ein doppelter Zweck erreicht; erstens wird 


N 
. 
dadurch die Gleichung S Bt=0 
i 
der Form nach identisch erfillt: zweitens erhalt man durch Differentiieren 


By iBy 1; 


allgemein BY = iB 
fiir beliebige x > 1, und hieraus 
BY + a ,=9; (% > 1) 


somit reduziert sich in allen Gleichungen des Systems (C’) mit Ausnahme 
der ersten die Anzahl der Summanden um 2, und (C’) geht iiber in 


-- 


N V—2 
, y 
(C”) > B2=0; > (BF =0. (x= 1,2,--+,k) 


1 l 


Fiihrt man als neve Bezeichnung 


(Cc) Ar, = BY 


ein, so wird aus (C”) unter Weglassung der identisch erfillten ersten 
Gleichung: v-2 


D) >> (A)? = 0. (x=0,1,---,k—1) 
1 

Damit ist aus dem Gleichungssystem (C) ein neues abgeleitet, in dem 
die Anzahl der Gleichungen um 1 und in jeder Quadratsumme die Anzahl 
der Summanden um 2 geringer ist als in dem urspriinglichen System. 

Gelingt es, das System (D) zu lisen, so kann man umgekehrt aus 
einem Grifensystem A,;, (v= 1,2,---,N—2), welches (D) geniigt, ein 
System von Gripen A, (vy = 1, 2,---, N) ableiten, welche die Gleichungen (C) 
erfiillen. Aus der allgemeinsten Lésung von (D) erhalt man die allgemeinste 
Lésung von (C). Die Gleichungen (a), (b), (c) ergeben: 


A, =@f Andu (v= 1,2,---,N—2) 
N-2 

Ay-r1=% (1+ >*[ f'rdul ) 
1 d 


Ay : 1 > fArduP ). 
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Es ist von Wichtigkeit, daB das auseinandergesetzte Reduktionsverfahren, 
das umgekehrt 2u einem Erweiterungsverfahren fihrt, in jedem Fall so 
oft nacheinander angewendet werden kann, bis das Gleichungssystem (C) 
auf eine einzige Gleichung zuriickgefiihrt ist, die sich der Gleichung (b) 
entsprechend normieren und lésen liBt.-Die Anzahl der hierzu notwendigen 
Reduktionen betriigt k; folglich ist die Anzahl der quadratischen Sum- 
manden, welche die reduzierte Gleichung enthilt: 
N’ = N— 2k. 

Dabei muB N’ mindestens = 3 sein; N’= 2 wiirde auf ein System von 
GréBen A, (v= 1,2,---, N=2(k + 1)) fiihren, zwischen denen /& + 1 
lineare Gleichungen bestehen. Also muB 


N>2(k+1 
sein, oder, wenn man auf die Bezeichnung in (33 a) und (33 b) zuriickgreift 
(34 s+tm>2(p+1), tim>2(q4+1), 
oder s>p—q+ 2, t>q—pt2. 


Hieraus erhilt man noch, da s+¢—m die Anzahl der Glieder der qua- 
dratischen Bedingung (2) ist, 


(35) n>A4 


als Bedingung fiir die Mindestzahl der partikuliren Integrale der Laplace- 
schen Gleichung, bei der andere als triviale Lésungen mdéglich sind. 

N’=3 und N’=4 fiihrt auf die Integrale der autoadjungierten*) 
linearen Differentialgleichungen, fiir welche sich also eine Behandlungsweis« 
nebenbei ergibt; bei N’ = 5 beginnt der allgemeine Fall; seine Behandlung 
unterscheidet sich in keiner Weise von den spezielleren Fallen. — 

Damit sind die Grundlagen geschaffen, mit deren Hilfe sich das 
Problem der Auffindung einer Anzahl von partikuliren Integralen einer 
Laplaceschen Gleichung, welche einer quadratischen Bedingung geniigen 
sollen, fiir jeden endlichen Rang dieser Gleichung vollstindig lésen laBt. 


Miinchen, Dezember 1918. 


Vgl. Darboux II 8. 109—121; daselbst Literaturangaben 
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Arithmetische Eigenschaften der unendlichen Reihe Po < 


v(y—1 


v= 
a 


Von 


Lyusomir TsCHAKALOFF in Sofia. 


Die Aufgabe der vorliegenden Abhandlung ist es, gewisse arithmeti- 
sche Eigenschaften der im Titel stehenden unendlichen Thetareihe*) zu 
beweisen, welche unten in Satz I genauer formuliert sind. Im 76. Bande 
der Mathematischen Annalen sind vor etwa drei Jahren zwei Arbeiten**) 
der Herren Felix Bernstein und Otto Szasz tiber einen dhnlichen Gegen- 
stand erschienen. In der ersten dieser Abhandlungen beweisen die beiden 
Verfasser mittels einer Verallgemeinerung des Sternschen Satzes iiber Ir- 
rationalitat von Kettenbriichen, daB die unendliche Thetareihe 


(1) Ser 


= 


einen irrationalen Wert hat, wenn « eine, beliebige von Null verschiedene 
rationale Zahl ist und g = ; eine ebenso hohe rationale Zahl bedeutet, 
deren Zihler und Nenner den Bedingungen 

r+0, s\2>2, |s|>\r° 
geniigen. Unter denselben Voraussetzungen beweist Herr O. Szasz in der 
zweiten der obengenannten Abhandlungen auf einfacherem Wege dieselben 


*) Diese Reibe geht durch die Substitution a = @?’ x=qy in die gewdhnliche 
Thetareihe Sq” iber (Genauer in die rechte Hilfte der gewéhnlichen Thetareihe 


+o =0 
Si y: 
**) F. Bernstein und 0. Szisz, Uber Irrationalitiit unendlicher Kettenbriiche mit 

a sae ‘ 

einer Anwendung auf die Reihe >'q 2’. Math. Annalen, Bd. 76 (1915), S. 295—300. 
0 

O. Szisz, Uber Irrationalitat gewisser unendlicher Reihen. Math. Annalen, Bd. 76 

(1915), S. 485—489 





an 
ha 
Be 


ao 


de 


9 





¥ 


x 
v(v—1) 
2 


Arithmetische Eigenschaften von >’ 63 


a 
arithmetischen Eigenschaften der Reihe (1), ohne hierbei explizit die 
Kettenbruchentwicklung dieser Reihe zu benutzen und erweitert die Er- 
gebnisse auch fiir komplexe rationale Werte von gq und z. 
Im folgenden wird eine neue Methode zur Untersuchung der ann- 
logen arithmetischen Eigenschaften der Reihe 


(2) » os 


“4 * 


angewandt, die nichts mit der Kettenbruchentwicklung von (2) gemein 
hat; diese Methode erinnert vielmehr ihrem Wesen nach an den klassischen 
Beweis der Transzendenz von e und fiihrt zu besseren Ergebnissen, als die 
anderen Methoden. 

Das Hauptergebnis dieser Abhandlung laBt sich folgendermafen for- 
mulieren: 

Satz I: Es sei a= . eine. rationale Zahl, deren Zahler und Nenner 
den Bedingungen 3+V5 

r+0, |s.>j\r. ? 


geniigen; dann hat die ganze transzendente Funktion 


x 
. - y? 
(2) o(z,a)= > : 
p . : v(vr—1) 
r=) a 2 


fiir jedes von Nuil verschiedene rationale x cinen irrationalen Wert 
Der Beweis dieses Satzes wird in den folgenden Paragraphen er- 
bracht. Er enthilt als speziellen Fall den 


’ 


: d r Q : , aiee : 
Satz Il: Es sei q = - eine rationale Zahl, deren Zihler und Nenner 
s 


den Bedingungen 346 


r+ 0, gt. lr 3 
geniigen; dann hat die ganze transzendente Funktion 
~ 
(1’) oy 
r=0 
fiir jedes von Null verschiedene rationale y einen irrationalen Wert 
Satz II ergibt sich als unmittelbare Folgerung aus Satz I, wenn man 
beriicksichtigt, daB die Reihe (2) durch die Substitution a = ge t= ay 
in die Reihe (1’) tibergeht, wobei offenbar rationalen Werten von g und 
y auch rationale Werte von a und x entsprechen, und zwar so, daB einem 
rationalen Wert von q, der den Voranssetzungen des Satzes II geniigt, 
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ein rationaler Wert von a entspricht, der die Voraussetzungen des Satzes | 
erfillt. Der Satz I] enthalt seinerseits als speziellen Fall die Ergebnisse 
von F. Bernstein und O. Szadsz tiber die Reihe (1). Denn die Menge der 
rationalen Werte q, fiir welche die genannten Autoren die Irrationalitit 
von (1) bewiesen haben, ist ( wegen : ry : 3) nur ein Teil der Menge 
der rationalen Zahlen q, fiir welche die Voraussetzungen des Satzes Il 
erfiillt sind. 


$1. 


Es sei @ eine rationale Zahl, die absolut gréBer als 1 ist. Ich setze 


fiir ganze positive vy u,—a”’~' und betrachte die bestiindig konvergente 
Potenzreihe 


oo 00 
, ," ~ 2’ 
(2) Mix, a) “ l 7 
v(* 1 4 M4, coe @, 
y=0 2 ’ 1 


«o 
’ 
g i A c 
3) Uj ty-+- 4, O(2, a) = a+ ua 2 +++ + ay yt > . 
2 2 u, 3% 
1 k+1 k+? 
Wegen 
«x oo « 
vy r F ’ r’ - |x” 
<> <> < D(\z , |a)) 
od Uy | hed [Hs %.,|= wu, |---|, 
’ 1 vy=1 y=l 
~ 
2” 4 “— 
kann man > = 6,-D(\z|, a) 
af eo ee 


setzen, wobei 6, = 6,(z, a) eine komplexe Zahl bedeutet, die dem Betrage 
nach kleiner als 1 ist. Formel (3) kann also folgendermaBen geschrieben 
werden: 

(4) uy uy---u, D(x, a) = 2+ wa?! 4+ --- + uu---u, + 2°6,9( z|, |a)). 


Dieselbe Formel gilt offenbar auch fiir k — 0 und hat fiir diesen Wert 


von k die Gestalt 
> 


(4’) O(z7, a) = 1+ 6,9(\2, |a)) (|0, <1). 


Wie aus der Definition der Zahlen #, unmittelbar hervorgeht, verschwin 
den alle diese Zahlen fiir z = 0. 


Ich setze nun in (4) sukzessiv k= n, n—1,---, 1, 0 und addiere 
die so erhaltenen Formeln, nachdem ich sie der Reihe nach mit den von 
x unabhingigen Konstanten ¢,, ¢,,---, ¢, multipliziere. Auf diese Weise 


entsteht die Gleichung 





D: 
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di 
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2 
a 


(5) PO(xz, a) = f(z) + f(a) +---+F,(@) 
r (€) 9,2" +¢,6,_,2"~ bk toe + €,9y) ( r ? a}) 
in der P=c,+ > ¢,_,t,u,---u, von 2 unabhiingig ist und /(2), f,(2),-- 
nie 7 


k=1 
-, f,() die Polynome 


f(x) = fy(x) = tg2" + G,2"*-'+---+.6,, 

(2) sta mn— kh . - a—k—1 iy nak 

f, (4 Co, 4, 1 U,—eqit TC, U, 1%, _9°°° U,_ 327 UU, _1°°° UC, _ 4? 
f,(X) = Cott My -- %, 


bedeuten. Der Grad und die Koeffizienten des ersten dieser Polynome 
f(x) sind von (x, a) unabhiingig und kénnen beliebig gewahlit werden. 
Das Polynom /,(z) kann formell aus f(z) abgeleitet werden, indem das 
allgemeine Glied von f(x), d. h. ¢,_,2’, fiir 4 >0 durch ¢,_,u,a*~' und 


71 4 


das konstante Glied ¢, durch 0 ersetzt wird. Dieselbe Regel gilt auch fiir 
die Ableitung von /,(x) aus f,_,(%) (kK=1, 2, ---, m). 

Das Polynom /,(z) kann auch explizit durch « und @ ausgedriickt 
werden. Man bestiitigt leicht, z B. durch vollstindige Induktion, die 
Richtigkeit der Formel 

k(K—1 
(6) f,(z)=a * {e(atx-*+ ¢,(a'a)-*-'+.---+e 


fiir A QO, 1,2,--- #. 


, 


Formel (5) ist grundlegend fiir die weiteren Untersuchungen. Sie 
kann noch kiirzer unter der Form 


(5') P-O(x2, a) = fx) + (6,0, 4° +6,0, ,a"-'+---+6,6) O(|x, al) 


dargestellt werden, wonhei 


, 


F(a) = f(a) + f,(@) +--+ +f, (2) gesetzt ist. 


9 


SR 


Angenommen es gabe eine von Null verschiedene rationale Zahl 
o . . i, . 
«= —, so daB (a, a) ebenso rational sei. Das Ziel der folgenden Be- 
o 
trachtungen ist es, die Unzulissigkeit dieser Annahme zu beweisen, wenn 
die rationale Zahl a den Voraussetzungen des Satzes I geniigt. 
In der Tat existieren, falls diese Annahme richtig ist, zwei ganze 
Zahlen A und B+ 0 derart, daf 


Mathematische Annalen. LXXX 5 
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A+ BO(a, a) =0 oder 
A(0, a) + BO a, a) = 0. 


(7) 


Ich wende nun Formel (5’) fiir z= 0 und =a an und addiere die so 
entstandenen Gleichungen 

P-(0, a) = F(0) 

P- (a, a) = F(a) + (¢,0,0" + ¢,0,_,a*-? +---+6,0,) D(\a|, |a!)*) 
nachdem ich sie der Reihe nach mit A und B multipliziert habe. Auf 
diese Weise entsteht aus (8) mit Riicksicht auf (7) die Gleichung 
(9) 0 = AF‘\0) + BF(a) + Ble,O,a* + ---+ 6,0) O(|\a|, ja|).*) 


Bisher war das Polynom f(z) véllig unbestimmt. Ich setze von nun an 


(8) 


f(z) = x | | (c—a-*e) (A+u=n);' 


k= 1 


4 und w sind ganze positive Zahlen, die den Ungleichungen 4—1>y>1 
geniigen. Fiir das fulgende ist von Wich: igkeit, einige Eigenschaften der 
Polynome /,(0), f,(«), F(0), F(«) (als Polynome der unbestimmten GréBen 
« und a betrachtet) abzuleiten, welche Kigenschaften im niichsten Para- 
graphen zusammengestellt sind. 


1. Es ist offenbar ¢, = 1 und ¢ = =---=¢ = (), 


u+i u+?2 n 


2. Fir O< k< wp ist c, = agp, (a); 
@,(a) bedeutet hierbei ein Polyaom von a mit ganzen Koeffizienten und 
vom Grade wk oe ~ 
k (ke — 1) . 
9 


- Der kleinste Exponent von a in ,(a) ist gleich 


Alle diese Eigenschaften kénnen leicht bestitigt werden, wenn 
man die Koeffizienten von x“~* bejderseits der Identitiit 
Cot + 6,2"! + ---+e¢, —(r—a)(x4 —aa)---(2—a"~'a) vergleicht. 
k(k—1) 
3. Nach (6) ist (0)—=a * e,_,, 
a) fO)—f,0) =---=—f-,1 =9, 
k(k-1) 
b) f,(0)—a"-*a * o,_,(a) fir A<Sk<n. 
Im letzten Falle ist der kleinste Exponent von a in f,(0) gleich (nach 2.) 
k(k — 1) (n — k) (n—k —1) 
“tee 2 


also 


*) In dieagr Forme) ist unter 6, sein Wert fiir r= a, d. h. 6,(«, a), za verstehen, 
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a 


Da fir AS kon 


d jk(k—1) , (n—k)(n—k—1) o1L 4 
ai. + ee | — 2k n>21i—n>0 
ist, so erreicht dieser Exponent seinen kleinsten Wert fir k= 4. Dieser 
kleinste Wert ist 14-1). pe! 
° 9 2 


Der gréBte Exponent von a in f,(0) ist 


k(k—1) (n — k)(m—k +1 _ n(mn—1)- 


= + a(n—k) — ; —— — i(n—) 


n(n —1) 


und sein gréBter Wert fiir 1<k <n ist offenbar ; 


Aus 1, 2. und 3. folgt, dab 


F(0) - 37500) DO 


k=0 k=l 


ein Polynom von a und @ mit ganzen Koeftizienten ist. Sein Grad in be- 
nn— 
2 
verschiedenen Gliedern von F(0) ist *“ = 2 —_ 2 
4. Es sei k= 0,1, 2,---, 4. Das Polynom f,(7) hat nach (6) die 
Gestalt 


. . 1) , . 
mg auf a und a ist w baw. ; der kleinste Exponent von a in den 


k(k—1) 
f,(z)=a * {e,(atxr)*-* + ¢, (atx -*t-'4+ ---4 c,(a*x)—*-#} 
k(k—1) 


: +k(n—k—w) 


=a a*—*-# {o,(akz) + ¢,(a'xy-*+---+¢,} 


k(k —1) . 
+k(A-—k) . ™ _ 
=a * a’-* (ata — a) (a'r —aa) --- (atx —a“-*a); 


es ist also 
a) f(a) =f, («) =---—f,-1(@) = 0 und 
b) fir wsksa 


k(k—1) 


u(u—1) 
f(a) = (a*—1) (a*-*— 1)--- (at-#“+!—1)a®*-*a 2 2 


+h 
Wenn man allgemein den kleinsten Exponenten von a in f,(«) mit e, be- 
zeichnet (er hiingt noch von uw ab), so ist fir wilk<a 


» k(k — 1) 


. .) , 2e—1), 
pe = +8 -| +>; 


der kleinste Wert von e, fiir dieselben Werte von k ist offenbar ¢,, d. h. 


min ¢ =e, = u(A—1). 
5* 
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. : : : : k(ik—1 
Ferner ist der Grad von /,(a) in bezug auf a gleich »  tkh(n—h), 


nint— 1 


also sicher kleiner als ; denn die Ungleichung 


k(k—1 


nin — 1) 
+kin—k)< 


to 


. am : . (n k) (nm k—1) 
ist aquivalent mit ; 


welche offenbar fiir k < 1 besteht. 
5. Es sei A< k<n. Die Identitat (6) liefert fir «=a (mit Riick- 


sicht auf c, = a’g,(a) fir OS vy <u) 
k(k—1 
f,(a)=—a * {e(a'a)"-*+ ¢,(a*a)*—*-*+---+0,_,} 
k(k—1 
nk 2 kin — &) kin — 1) 3 | 
a®—*a {p,a Q,(a)a +---+@9,_,(@)} 
k(k—1 


=—a"-*a * w,(a), 


wobei w,(a) ein Polynom von a allein mit ganzen Koeftizienten bedeutet. 
Um den kleinsten und den gréBten Exponenten von a in w,(a@) zu,be- 
stimmen, betrachte ich das allgemeine Glied 


p,(a)a*-*— (h=0, 1, 2,---,m—k), 


Der Exponent der niedrigsten Potenz von a in diesem Gliede ist (nach 2.) 


- h(h —1) mee 
gleich kin —k—h) 4 ~ ; da fir O<h<n—h| 
d {, hth - 1)) y A OL 2 1 
an \* n—k—h)+ ; | —k+h-— 7 2k+m 
9 1 
(k—’A) —(k-—w) —= <0 


9 


ist, so erreicht dieser Exponent seinen kleinsten Wert fiir h =» —k. Der 
n—k)(n—k 


9 


kleinste Exponent von a in w,(a) ist also Daraus folgt, 


daB der kleinste Exponent von a in /,(«) gleich 


ktk—1 " k)(n k—1 
é, = i 
2 2 


ist. Ferner schlieit man genau so wie oben (s. Punkt 3b), daB fiir 


l<k< ¥ 
A<kson Ma—1) , w(w—1)~ 
Q&- & = 9 T 2 = €,- 


Ahnlich laBt sich auch der gréBte Exponent von a in /,(a) fiir 
A<k<n bestimmen. In der Tat ist. (nach 2.) der gréBte Exponent von a in 


p,(a) at—*=* (h =O, 1, 2,---,n—k) 








. ; a , yy) 2’ ‘ 
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3 
a 


und da dieser Ausdruck eine ab- 


gleich kin—k—h) + uh — e+ ») 


nehmende Funktion der positiven Verinderlichen h ist, so erreicht er 
seinen gréBten Wert fir h=—0. Folglich ist der gréBte Exponent von a 


—1 


: . ; kh ) , , 
in f,(«) gleich =. + k(n—k). Der letzte Exponent kann seinerseits 


nin- 


(fiir 4<k< xn) héchstens gleich sein. 


Zusammengenommen folgt aus 4. und 5., dab 
5 
’ 7. 
F(a) S 4.(e@) = Sb £,(e) 
—_ — 
k=O k=u 
ein Polynom von a und @ mit ganzen Koeffizienten darstellt. Der gréBte 


n(in—1 ‘ 1) 


und der kleinste Exponent von a in F(a) ist baw. u(A ). Da 


9 
ferner f,(a) (k=, u+1,---,”) ein Polynom von @ vom Grade: n —k 
ist, so ist offenbar der gréBte Exponent von « in F(a) gleich n—u=A, 


/ 
{ 


Wenn man diese Ergebnisse itber das Polynom F(a) mit den ent- 
sprechenden Ergebnissen iiber F(0) (s. oben, Punkt 3) zusammenstellt, 
so erhailt man als SchluBfolgerung dieses Paragraphen: 

Der Ausdruck AF(0) + BF(«) 
ist ein Polynom von a und a mit ganzen Koeffizienten, dessen Grad in 


nin— 


hezug auf a einerseits und «a andererseits gleich bew. 2 ist. Die 


taponenten von a in den verschiedenen Gliedern dieses Polynoms si 0si- 
Exponenten vo « den verschiedenen Gliedern dieses Polynoms sind p 
tive ganze Zahlen, > e, = u(A— 1). 


§ 4. 
Ich kehre nun zu Formel (9) zuriick, die auch folgendermaBen um- 
geformt werden kann: 
B 


al (A4—1) 


1 


(%) 5-4 |APO)+ BF(a)} = (Cy 9,0" +---+6,4)O(\a), a 
a 


Die linke Seite von (9') ist nach der SchluBfolgerung des vorigen Para- 
graphen ein Polynom von a und @ mit ganzen Koeffizienten und sein 


n(n —1) 


Grad in bezug auf a ist y= 


-u(A—1). Ich setze ferner a = : , 
6 + . 

« = —, wo 8, r, 6, @ ganze (von Null verschiedene) Zahlen bedeuten und 
e 


r und s als teilerfremd vorausgesetzt werden kénnen. Dann folgt aus (9’), 
wenn man beiderseits mit r’9’ multipliziert, die Gleichung 


(10) —° (AF0)+ BF(@) =— 2r& 
at 


att -1 


(€,0,,0" + +++ + 6,05) D(\ «|, |a}) 
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in der die linke Seite eine ganze Zahl ist. Das Ziel der folgenden Be- 
trachtungen ist es, zu zeigey, dab diese Gleichang zu einem Widerspruch 
fihrt. Der Beweis dafiir besteht aus zwei Teilen: 1. es wird bewiesen, 
daB der Betrag der rechten Seite von (10) fiir passend gewiihlte Werte 
von 4 und g beliebig klein (also auch kleiner als 1) gemacht werden 


8 . . a ‘ . 
kann, wenn a4 = = den Voraussetzungen des Satzes I. geniigt; 2. es wird 


gezeigt, dab unter denselben Bedingungen die linke Seite von (10) eine von 
Null verschiedene ganze Zahl ist, also dem Betrage nach nicht kleiner als 
1 sein kann. 


Um eine obere Grenze der rechten Seite von (10) zu bestimmen, 
betrachte ich zuniichst die Summe 


69,0" + ¢,0,_,a"-*+---+ 6,6, 
deren. Betrag offenbar kleiner als 
\eg| |a|* + |e,|\a'*-*+--- + |e, 


ist. Da die Koeffizienten |¢,|, \¢,|,---, |¢,| nicht gréBer als die entsprechen- 
den Koeffizienten des majoranten Polynoms 


Me 
2] [@+\q -|a\*-*) sind, so ist 
k=1 
= a (ge — 1) 
> \e,| |a|"-*< |e “| [a+lar-» < a|"- 2". a| 2 
k=0 k=1 


Folglich muB der Betrag der rechten Seite von (10) kleiner als 
- i “u(u—1) 
(11) R= MBF + MH lalAt“|al * 
@| 
sein, wobei zur Abkiirzung (||, \a|) = M gesetzt ist. Es bedeute ferner 
B eine feste Zahl, gréfer als 1 und es sei 4 = [fu] gesetzt. Fir ge 
niigend groBe (ganze positive) Werte von uw sind die Ungleichungen 
4—1>u>1 erfiillt, da 
lim ~ =—6>1. 
ag em 
Die obere Grenze R fiir den Betrag der rechten Seite von (10) kann beliebig 
klein gemacht werden, falls lim R = 0, oder, was dasselbe bedeutet, falls 
Mew 


log R = log | B| + log M + uw log 2 + (A+) log |a| + 4 log 9! 


4 (ttHet u—1) oe) log |r} + (ee — w(A— \) log s| 
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a 
nach — oo strebt bei u—» co. Das ist sicher der Fall fiir rj = 1 (d. h. 


iat os . el 1 
also, wenn @ ganz ist) da in diesem Falle ae log R = (, — 8) log |s| 
negativ ist wegen 6 >1 und |s|>1. Ist dagegen |r|>1, so kann man 


c al log 8) 


ls| = Ir oder ft 


~~ log |r 


setzen. In diesem Falle ist 


lim , log R= {(5-6°+ 8) + «(5 —6)} log ir 


negativ, falls +Bit (5 —p)<0 ist, d. h., wenn 
‘ _ B+ 2B 
(12) s> 2g—1" 


| 7 8s 2 > . . P 
Geniigt also t = > st der Ungleichung (12) fiir irgend ein B>1, so 
strebt der Ausdruck R (in dem 4=([fu] gesetzt ist) nach Null fir 
pu — co. Der giinstigste Wert von 6 > 1 ist offenbar derjenige, fiir den 
die rechte Seite von (12) méglichst klein ausfallt. Dieser Wert ist 


p= ed 4 , wobei die Ungleichung (12) in 
(13) c> itl _ 26180... 


tibergeht. Die letzte Ungleichung ist gleichbedeutend mit 


$4+V5 
(14) s|> |r| * 


Umgekehrt, wenn s und + zwei von Null verschiedene ganze Zahlen be- 
deuten, die der Bedingung (14) geniigen, so ergibt sich aus den obigen 


Betrachtungen, daB bei 4 =, ae = 


wie auch fiir |r| >1 den Limes 0 hat, wenn die ganze positive Zahl uw 
iiber alle Grenzen wichst. Dasselbe gilt a fortiori von der rechten Seite 
der Formel (10). 


Um zu einem Widerspruch zu gelangen, bleibt es noch tibrig zu 


u | der Ausdruck R sowohl fir |r, =1, 


zeigen, daB unter denselben Voraussetzungen tiber die Zahl a = - und 
bei 1 = - —— | die linke Seite von (10), d. h. die ganze Zahl 


vy A 
re 
’ at@- 1) 


(15) (A FO) + BF(@)) 
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fiir gentigend groBe ganze Werte von uw von Null verschieden ist. Es wird 
offenbar das Nichtverschwinden von (15) bewiesen 
der Summe 


, wenn dasselbe von 


n(n —1) n—I 

16) r * o@(AFO) + BFi@)=— Bf.@ +.---+f,(@)r o 
1 

+ B(f,.4@ 4+ tf,@)r °° @ 
n(n —1 

+ A(f, (0 t---+fO)r ? @ 


festgestellt werden kann; denn diese Summe geht durch Multiplikation 
mit der ganzen Zahl s““-" aus (15) hervor. Ich betrachte zuniichst den 
ersten Bestandteil der Summe (16): 


(17) Bf (« . ie + f,(a))r * @ 


Es bedeute p eine in s aufgehende Primzahl (eine solche existiert, da 
s > 1 ist). Es sei ferner 


t der Exponent von p in s, (t¢>1) 
uy ” . ie, (u > QQ) 
0 » ” » pine, (v=0) 
WwW yy ” . eR (w > 0) 


Das allgemeine Glied von (17) ist die ganze Zahl 
5 
a(in—i 


(18) Br * o’f,(a) 


= Br” ot “6*-*(s¢§— r*) oo i u+i yr utl)s 2 j 2 _*) 
Da s und r teilerfremd sind, so geht die Primzahl p in die Zahl (18) genau 


(19) (Fe: ) + k(a- k) + S—*) 3 + (n—k)u + (k—p)v + w 


L 
2 


mal auf. k bedeutet hierbei eine Zahl der Reihe u,w+1,---,4. Wennu 
groB genug vorausgesetzt wird, so ist der kleinste Wert des Exponenten 
(19) derjenige, der dem Werte k =u entspricht. Dieser kleinste Exponent 
ist also w(A—1)¢+A4u+w. In der Tat ist fiir w<k<A/ die Ungleichung 


—, + k(A—k) + pee) t+ (n—k)u+ (k—p)o+w>w(A—1)t+iu+w 


n(n —1) ktk 


*) Der Exponent von r ist a = 
2 2 


—k(n—k), also eine posi- 


tive ganze Zahl fiir »<k <i. 
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Aquivalent mit der Ungleichung* 
(k ») (5 (A—p)t- ; (A—k—1)t—u+ v) > UV, 


welche sicher erfiillt ist fiir alle geniigend groBen Werte von uw, da k>u 
und lim (A—w) = oo. Alle Glieder der Summe (17) sind also ganze durch 
p teilbare Zahlen und das erste Glied enthilt p in der niedrigsten Potenz, 
deren Exponent gleich w(A—1)# + Au + w ist. 


Ferner sind nach Punkt 3. und 5. des § 3 die Polynome 


frai(@) +-- f,,(@) und f,(0) +---+f,(0) 
A~l uiu—il 
algebraisch durch a ?* ’ teilbar. lolglich stellen die letzten zwei 
Teilsummen von (16), d. h 
n(n— 1) 
B(f, 1(@) + iy. * 
n(n—1 
und A(f,(O) +++» +f (O))r * 9%, 
A-1 u(u-—i (44-1) , we ») 
ganze Zahlen dar, die durch s ? 2 , also auch durch p\ ? 2 
teilbar sind. fFiir geniigend groBe Werte von u ist der Exponent 
AG 1) uw(u—1) ood . . . : 
(-“— po )e gréBer als u(A—1)¢+A4u+w; denn die Ungleichung 


(Ad 1) u(u—t1 
( } he L } 


z 2 


)t> u(A—l)t+idu+w 


a ; i— 4—u—1) 
ist fiquivalent mit = z E t>iAu+w, 


deren Richtigkeit (natiirlich fiir geniigend groBe w) leicht bestitigt wer- 
den kann. 

Aus den letzten Betrachtungen geht hervor, da8 fiir geniigend groBe 
Werte von uw (16).eine endliche Summe ganzer Zahlen darstellt, die alle 
durch die Primzahlpotenz p““-)‘+4“+ teilbar sind; das erste Glied dieser 
Summe kann nicht eine héhere Potenz von p enthalten, wihrend alle 
tibrigen Glieder durch héhere Potenzen von p teilbar sind. Infolgedessen 
mu8 die Summe (16) einen von Null verschiedenen (ganzen) Wert haben. 
Dasselbe gilt ‘natiirlich auch von der Summe (15), d. h, von der linken 
Seite von (10). Damit ist bewiesen, dab die Gleichung (10) unméglich ist, 
da die rechte Seite dieser Gleichung, wie am Anfang dieses Paragraphen 
festgestellt war, fiir u1—»co beliebig kleim’ gemacht werden kann. Daraus 
folgt die Unzuliissigkeit der Annahme, daB (a, a) rational ist, d. h., die 
Richtigkeit von Satz I. 








2” 


v(v—1) 
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a 

Alle Ergebnisse dieser Arbeit und flie Beweisfihrung selbst bleiben 
mutatis mutandis in Kraft, wenn man den Betrachtungen einen bestimm 
_ten imaginiren quadratischen Zahlkérper zugrunde legt und unter ,,ganze“ 
oder ,,rationale“ Zahlen ganze bzw. rationale Zahlen des KGérpers versteht, 
vorausgesetat, daB in diesem Koérper der Satz von der cindeutigen Zerlegbar- 
keit in Primzahlfaktoren gilt. Hierbei ist es notwendig anzunehmen, dab der 
Kérper imaginir ist, da nur in diesem Falle eine von Null verschiedene 
ganze Zahi des Kérpers absolut stets >1 ist, worauf sich der Beweis von 
der Unméglichkeit der Formel (10) wesentlich stiitzt. 


Der Satz I. und seine Folgerungen bleiben also bestehen, wenn man 


0 


s . . 
unter a=  ,a— x. B. rationale homplexe Zahlen oder rationale Zahlen 
v 


des Kérpers der dritten Einheitswurzeln versteht. Natiirlich ist dabei im 

Wortlaute des Satzes unter ,irrationale‘ Zahl eine Zahl zu verstehen, die 
? 

dem Kérper nicht angehért. 


Sofia, den 2. Mai 1918. 
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Die Invarianten der Galilei-Newton-Gruppe. 
(Aus einem Briefe an Herrn F. Klein). 
Von 
Rotanp Weirzensick in Prag. 


Die Grundgleichungen der klassischen Mechanik gestatten bekanntlich 
die Transformationen einer zehngliedrigen Gruppe, die man Galilei-Newton- 
Gruppe nennt. Die Transformationen dieser Gruppe bedeutan die Ein- 
fiihrung eines neuen, vierdimensionalen Bezugssystems (zx, y, 2, ¢), dessen 
riumliche Achsen (z, y, 2) irgendwie gegen das alte Achsenkreuz verdreht 
sind und dessen Anfangspunkt sich geradlinig mit konstanter Geschwindig- 
keit fortbewegt. 

Herr F. Klein stellt in einer Ausarbeitung seiner Seminarvortrige*) 
die Forderung auf, ,man midge eine systematische Invariantentheorie der 
Galilei-Newton-Gruppe ausarbeiten.“ Es wird in dieser Arbeit das durch 
diese Forderung gegebene Problem exakt formuliert (§ 1) und dessen 
Liésung gegeben (§ 2). Den Beweis fiihre ich nur in groBen Ziigen durch, 
er stiitzt sich auf Siitze iber Drehungs- und Bewegungsinvarianten, die in 
Arbeiten von E. Study und mir bewiesen worden sind. Bemerkt sei noch, 
da8 ich nur die algebraische Seite des Problems behandJe und auf physi- 
kalische Fragen nicht eingehe. 

Das entsprechende Problem fiir die Lorentz-Gruppe hat eine bedeutend 
einfachere Lésung, die durch eine Arbeit von E. Study gegeben wurde,**) 


§ 1. 

Es seien 2, y, # die rechtwinkligen riumlichen Koordinaten eines 
Massenpunktes P, ¢ die Zeit, zu der sich P an der Stelle (z, y, z) be- 
findet. Die vier GréBen z, y, z und ¢ sind dann die Koordinaten des Welt- 
punktes P beziiglich eines vierdimensionalen Koordinatensystems K. 


*) Die Entwicklung der Mathematik im 19. Jahrhundert, 4. Teil, X. Kapitel, 
Gottingen 1916/17. 

**) E. Study, Uber die Invarianten der projektiven Gruppe einer quadratischen 
Mannigfaltigkeit von nicht verschwindender Diskriminante, Leipziger Berichte 49 
(1897) 8. 442—461. 
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Ferner seien 7, ¥, 7 und ¢ die Koordinaten desselben Weltpunktes P 
beziiglich eines zweiten Koordinatensystems AK. K und A hiangen dann 
als zwei zulissige Koordinatensysteme der klassischen Mechanik durch die 
Formeln zusammen: 

B= €,F + Eye + O37 +t + y, 
Y = FT + bsgY + fe92 + Cyt + Pe 
2 = EF + Ese + & 537 + Ot + Ys 
$= tlt, 
Hierbei bilden die <¢,, eine orthogonale Matrix. Die 





y, sind die Ko- 
ordinaten des Anfangspunktes 0 von A im System K und die ¢, sind 
die Komponenten der konstanten Geschwindigkeit, mit der sich O im 
Raume (z, y, 2) geradlinig fortbewegt. 

Lassen wir in der durch (1) gegebenen Transformation 7’ die 


yy Te 
fi weg, 


so entsteht eine homogene Transformation 7',. Kine Linearform 
a a2+b/y+e2+ dt, 
die bei 7’, invariant bleibt, ist ein Tensor 1. Stufe; seine Komponenten 
a,', b,’, ¢', ad, transformieren sich kontragredient zu den Komponenten 
x, y, 2, t des Weltvektors (z, y, 2, ¢). 
Das zu lésende Problem 1laBt sich jetzt so formulieren: 
Gegeben sind eine Reihe von Weltpunkten 


Ly Yar 249 E13 Ley Yor Fey 43 


und eine Reihe von Tensoren 1. Stufe 


a,’, b,’, e', a, a,’, b e Ay as... 


2? 3 
Es sind alle ganzen rationalen Funktionen der z,, y,,..., 
Gis Mas zu finden, die bei den co” Transformationen 7 der Ga- 
lilei-Newton-Gruppe (1) invariant bleiben. : 


§ 2. 

Wir greifen nun dem weiter unten gegebenem Beweise vor und geben 
die Lisung des eben formulierten Problemes an. Sie lautet: 

Sind 2,,y, 2,t, (i= 1,2,...,m) die Koordinaten von m Welt 
punkten, a,,b,, ¢;, d; (i=1,2,...,) die Koordinaten von nm Tensoren 
erster Stufe, so gibt es eine endliche Anzahl von ganzen rationalen 
Funktionen I(z,, y,,...; a;, b;,...) mit folgenden Eigenschaften: 

1. Jedes J ist eine Invariante der Galilei-Newton-Gruppe. 

2. Jede ganze rationale Invariante der m Weltpunkte und 
n Tensoren beziiglich dieser Gruppe ist ganz und rational durch 
die J ausdriickbar. ‘ 


a 





In 
nu 


Ni 








Die Invarianten der (Galilei- Newton-Gruppe 17 


3. Jedes J ist einer der zehn folgenden Typen:*) 





° a, b, ¢/ 0 O| 
444 4 a,’ b,' ¢, ay b o! 0 0 
i. 4 pt Be 
Q, me eee Tie g-=—|\ a, bh ¢ q 9 & & I 
a & @ & go pt 
é sain , a, by « ty Wy % & 1 
a, b, ¢, d, . ao a 
a, by « O90 rm 4 4 1 
im % 1 le Ye % ty I 
D, le Ye & § 1 g vs Y; fs 1 
ke Ye & & 1 Rs Ga'h, 4, 1 
) Se We & 4.1 in Ys t, 1 
Pa = 4, ty + bby + ecg Gp, =a a t+b/y,+e/2+4,t, o,=—t,—t 
cr, t, 1 e, t, 1 y, 4 1 y, t, 1 g,t, 1 s, t, I 
g X, t l %tlitiy,& 1 y, tf, 1' + | & t 1 g 3 
ce & v, t,'1 ¥, & 1 y, t, 1 , 4 1 og og 
y, 2,4, 1 y, 2, & 1 t,2,¢, 1 5, Xt, 1 ry, t 1 t, yt, 1 
Yo zg ty 1 Ye ete | Z, Lt, 1 Sg X_ ft, 1 Le Yo te | Te, Yq t, 1 
Fro Ys 2 ty 1 : Y; 2 t, 1 ' Z_ Zt, | Sy Xt, 1 ; Ls Ys ts | Ly Yq t 1) 
y,2,t,1 Ys 2, f, 1 e,%,t, 1 z. 2, t, 1 2, y,t, 1 Le Yx t,1 | 
Hierzu bemerken wir, dab wir unter ,Invariante“ stets eine relative 
Invariante verstehen, eine Funktion J also, bei welcher J] = kJ, wobei k 
nur von den Transformationskoeffizienten abhingt. Im Falle der Gruppe 
(1) ist .k stets gleich + 1 oder —1. So ist dann z. B. g, von (2) eine 
relative, dagegen ,” = (¢, — ¢,)® eime absolute Invariante. Das Auftreten 
von k = —1 ist dadurch bedingt, daB in (1) auch Spiegelungen (Um- 
legungen) mitgegeben sind (fiir |¢,,|—— 1) und dab die Zeit umkehrbar 


gemacht werden kann. 

Ferner bemerken wir, daB durch obigen Satz auch die Frage nach 
den Invarianten von Tensoren héherer Stufe beziiglich der Galilei- Newton- 
Gruppe miterledigt ist. Wir brauchen diese Tensoren nimlich nur sym- 
bolisch darzustellen und statt der in den Typen (2) auftretenden Gréfenreihen 
Le, Vis %y ti; 4, 6;, e, d; Symbolreihen zu schreiben. Hierfiir wird man aber 
besser die gleich zu besprechende homogene Darstellungsweise beniitzen. 

*) Dieselben 10 Typen gelten auch fiir die Differentialinvariantea eines Welt-, 
punktes, der eine gegebene Weltlinie beschreibt. So gibt z. B. g, fiir P, = P,, P, =P. 
P, P, eine Invariante von 3 Weltpunkten P,, P, und P,. Sind diese 3 Weltpunkte 
Nachbarpunkte auf einer Weltlinie x, = 2,(a,), (¢ =1, 2,3), so gibt gm, die Beschleu- 
nigung im gewodhnlichen Sinne. 
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g 3. 

Wir fiibren jetzt an Stelle der Koordinaten z, y, z, t eines Weltpunktes 
2 homogene Koordinaten z,:2,:7,:2%,:%, ein, indem wir z. B. setzen: 
*, Ts rs ad 


,ym tiem Se, tm 


r 2. 


t= 4 
I, 


r “ 
Ebenso seien a,': @,':a,':a,/:@, die homogenen Koordinaten eines Ten- 
sors a. z,=( gibt dann den uneigentlichen (co-fernen) Raum FR, der 
Welt, die homogenen Koordinaten dieses R, sind dann 0:0:0:0:1 und 
diese GréBenreihe bezeichnen wir mit k’. 


Die Transformationen (1) sehen jetzt so aus: 
Hy yy Ly + yg %y + Fy Ly + 8yg%, + 857, 


Hy = Fay Ty + Egg hy + Egg Ly + Egg Ty + bg5 Zs 


(3) T---\%= E52, + Egg Zs + Egg Zs + 5,2 q + 55%, 
Mame wt te 6 lw ct tiie + End, 
OS Sree sas a a re ee 


Hierbei ist wieder die Matrix | ¢,, &o9 és, | orthogonal und ¢,, sowie ¢,, sind 
+1. Wir zerlegen jetzt 7 in zwei Transformationen 7, und 7;,: 





Hy = Fy Ey + big Fy + hg Fy t+ ey k, - y=%,. . + 15%, 
Hy = En, E, + Egg Fy + byp%y + &,%, - Ty. Ty. + & 5% 
(4) Te hy Fy, FZ, + bgg Ze + Fx:%y teggt, > Ty opm. - oy - + E3525 
a= : : Eyl, - Hem + + & + gt, 
a= - : ¢;-, t=: ' E55.Ly 


Setzt man in 7, fiir z, die Werte aus 7, ein, so erhilt man 7. 

Die T, geben eine 6gliedrige Gruppe G,, die 7, eine 4gbhiedrige 
Gruppe G,, beide sind Untergruppen der Galilei-Newton-Gruppe G,,. Die 
Invarianten beziiglich der G,, sind daher auch Invarianten beziiglich der 
Gruppe G,; kennen wir die letzteren, so haben wir also unter ihnen nur 
noch diejenigen auszuwiihlen, die die Transformationen 7, der G, gestatten. 
Dies gibt den Weg, den wir jetzt einschlagen werden. Die G, ist niim- 
lich — wenn wir von x, absehen — nichts anderes als die Gruppe der 
Euklidischen Bewegungen und Umlegungen im Raume der 2,, 2%, 75, 24, 
Und fir diese Gruppe lassen sich die Invarianten erschépfend angeben.*) 


4. 


Es seien jetzt a, b’, c,... eine Reihe von Tensoren 1. Stufe, so dab 
@,/: 3: d,5:a,:a, die Koordinaten von a’ usf. sind. Wir bezeichnen 


Sr 


*) Vgl. meine Arbeiten: Uber Bewegungsinvarianten, I. Mitteilung, § 6, 
Wiener Berichte (1913) und VII. Mitteilung, § 6, Wiener Berichte (1914). 
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ferner mit k die GréBenreihe 0:0:0:0:1 und mit U die GréBenreihe 
0:0:0:1:0. Dann bezeichnen wir mit (a b’ c' d’ e’) die 5-reihige Deter- 
minaute 

a, ay a, a, a, 

b,’ dy’ By’ dy B,’ 


5 
e 
d, 
ey — 

und setzen noch 

(5) (a’ f b’) = a,‘b,’ + a, b,’ + Gy Cy 


Es ist dann z. B. 


, 


, , , 
a, as Ga, a, a, 


a,, dy a; a, 
er eae 1 s % 
b, b, b, b, b, h’ 
‘uru rue ,* _/ , “e , 4 1 
(6) (AUCH K)=—\ c, & & & & |= e! 
, ’ ’ ’ , 1 : 
d, dy d,; dg d, 


‘a4. «a4 é& 
6 6-1 qd G 4 


und 
a, a, as a, a, 
, a bh bh by (a, My a, 
, , , - ’ , , , , , , , , 
(7) (WUC K)=- QgQgqo¢gagi\i=—ibh  b, 
oo <€@ | & a & & 
S06, &..¢.} 
Es sei nun J, eine Invariante der Tensoren a’, b’, ¢ ... beziiglich der 
. 


G,. Nach dem ersten Fundamentalsatz fir Bewegungsvarianten*) ist dann 
jedes J, ganz und rational darstellbar durch 


(avabede), (daWved kK), (dl cl KB), (a fb, a,,5,,... 

und da jede Invariante J,, beziiglich der Galilei-Newton-Gruppe G,, auch 
eine J, ist, so haben wir 
(8) L,h=Fi(@¢étde), @bédk), @b dl), @ fb); a,5,,..-), 
wobei F' eine ganze, rationale und homogene Funktion der GréBenreihen 
a,l',c,... bedeutet. 

Jetzt kann man beweisen, daB in (8) rechts die a,’, b,’... nicht mehr 
explizite auftreten diirfen, wenn J,, auch die Transformationen 7, der 


Gruppe G, gestatten soll. Bei 7’, transformieren sich die a/, b/,... kontra- 
gredient zu den z,; wir haben: 


*) Vgl. die obige Anmerkung 
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a, ay 
a. a, 
‘ 
(9 as Us 
a, a, 
P ° , , ’ ’ 
a. E55 A; €154, — £954 Eg,4, — &,4, . 


Bei den Transformationen 7, bleiben daher (a b' cd Kk), (a b' ce I k’) 
und (a’ fb’) absolut invariant; (a b’ cde) erhilt den Faktor «,,— +1 
und aus a, wird &.@, — &,4, — &&,@, — & 4, — &,@,. Setzen wir jetzt 


Ex. + 1, so muB aus (8) folgen: 


(10) Fid Wed eé&), at cdk). at &t k). (a J b’): Us b.’ 
Fiadbeéde) dat édk), ab él k), @ fb); 
Gi, — 8,0, — feng — 03 — Eg5Q,, - 


identisch in allen hier auftretenden GréBen. 


SO 

Aus (10) folgern wir nun, daB in F die a,’,b.,... nicht mehr ex 
plizite vorkommen (sie treten nur in den Sreihigen Determinanten (a’ bc’ ae’ 
auf). Beziiglich des Beweises hierfiir verweise ich auf die oben genannte 
I. Mitteilung fiber Bewegungsinvarianten. 

Jetzt haben wir fiir jedes J,, die Typen: 
(11) f=(eWV ede), f,=—(€ dk), fp=(al elk), fp=(a Sv’. 
Damit sind alle Invarianten /,, aufgezihlt, die sich aus Tensoren a’, b’, c’, .. 
allein ableiten. Um nun auch Weltpunkte a, 8, y,... heranzuziehen, be- 
*niitzen wir einen Kunstgriff, der darin besteht, dab man die Koordinaten 


O,, Ug, My, Uy, Ms eines Weltpunktes « so darstellt: 
a, Ags + a, ds, a, a, 
ley - Ay 34 a, as, a, a. 
(1? «, = + Ayo4 ay fy a, a, a, GQ, smn7= 4 “4 3 
a, = — tie a, ay’ Us a.” 
a, = + Ayess tM," My’ Oy A, 


Die a, sind jetzt vierfiltige Komplexsymbole, d. h. das Produkt von 


a;, a,, a,” und a,’ gibt einen Koeffizienten a), —«, und beim Aus 
i? k? m h 5 ikmn A 
multiplizieren ist die Regel a, a, —— a,a; zu beachten. 

Wenn wir jetzt annehmen, daf unter den Reihen a’,b’,c’,... in (11) 


solehe Symbolreihen a’ vorkommen und dann diese Reihen a’ in den 
Typen (11) zur Reihe « zusammenziehen, so miissen wir auch diejenigen 
Invarianten J,, erhalten, die Reihen «, 6, y ... enthalten. Wir fihren 
dann diesen Ubergang a’—> « solange durch, bis sich keine neuen Typen 





zt 


en 


on 
us- 


/1) 
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mehr ergeben. Beztiglich naherer Ausfiihrung dieser Rechnungen verweise 
ich auf meine obengenannte VII. Mitteilung tiber Bewegungsinvarianten. 
Wir erhalten so aus (11) die folgenden Ausdriicke: 


fL=@vcedde) fL=(a@i¥ ed Kk), fp,=(AlV elk), fh=@fv) 
f, = (a’a), f, = (k'a) (UB) ~ (kB) (Ve) = a, B, — a, B,, f; = (kK a) — a, 
a, a, a, 0 O 
b, b, b, O O 
fp= | % & a a wo, =(@Sb'S aBy) 
B, By Bs By B 
¥1 V2 Ys Va Vs 
a, a, a, 9 0 


a, &, 
(13) fyo= By Be Bs B B; = (a fapyd) 


1 V2 Vs Va Vs 
Jd, 0, 0, 6, 4, 


fom (aByde) 
a, A a; G, O, &, 
hu (abeffaBy) = 2labe) ps (@Byiys— a 9 & 6 . By BB, 
1,2,3 12,3 
4 G 1 V4 Vs 
‘ A, A, A, 4, Oy Hy, H, &, 


: b, b, b, t a 3. 
fig (abed{j ap yd) = S(abed) 54, («BY 9 esas =_> lira t Ps Bs Bu By 
728 13,3 Cy Cy Cy OC V2 V3 V4 Vs 


dy d,a,d, 5, 3, 3, 0; 


v 





Wenn wir jetzt zu inhomogenen Koordinaten iibergehen, so wird 
erstens f, = einer Konstanten und f, durch /, ausdriickbar, so daB wir 
die in § 2 aufgezihlten 10 Typen erhalten. 


Prag, 20. Januar 1919. 


Mathematische Annalen. LXXX 
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Bericht tiber den Stand der Herausgabe von Gaus’ Werken. 
Dreizehnter Bericht.*) 
Von 


F Ker in Gottingen. 


Seit unserem letzten (zwélften) Bericht ist der der reinen Mathematik 


gewidmete Band X,1 von (auf’ Werken erschienen; sein Inhalt ist be-_ 


reits im zwélften Berichte geschildert worden. Der letzte Band, der noch 
nachgelassene Schriften von Gau8 bringen wird, ist der den nicht rein 
mathematischen Gebieten von Gauf’ wissenschaftlicher Tatigkeit gewidmete 
Band XI, 1, der zur Zeit im Druck befindlich, noch im Laufe dieses Jahres 
fertiggestellt werden soll, sofern die Schwierigkeiten der augenblicklichen 
Lage die stetige Fortfihrung des Druckes gestatten werden. 

Der Band bringt zuniichst Physikalisches, als Nachtrag zu Band V. 
Es sind dies einmal amtliche Berichte iiber die Herstellung der Hannéverschen 
NormalmaBe- und Gewichte, sowie verschiedene kleinere Beitrige zur Me- 
chanik und zur messenden Physik, insbesondere zur Lehre vom Foucaultschen 
Pendel. Ferner Erérterungen zur Lehre vom Magnetismus und Galvanismus, 
nebst dem amtlichen Bericht tiber die Errichtung des Erdmagnetischen 
Observatoriums und dem ausgedehnten Briefwechsel iiber den _ elektro- 
magnetischen Telegraphen; die ausfiihrliche Beschreibung dieses Tele- 
graphen soll, als nicht von GauB' selbst herriihrend, dem Aufsatz von 
Cl. Schafer tiber GauB als Physiker vorbehalten bleiben. — Den BeschluB 
des physikalischen Teiles macht einzelnes zur Dioptrik, und neben einigen 
kleineren Briefstellen vermischten Inhalts, eine ausfihrliche Darstellung 
»Uber die Zuriickfihrung der Wechselwirkungen zwischen galvanischen 
Strémen und Magnetismus auf absolute Mabe“. 

Auf die Physik folgt der AbschluB des Sstronomischen Teils der Werke, 
namlich: 


*) Abgedruckt aus den Nachrichten von der Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Géttingen. Geschiiftliche Mitteilungen 1919. — Vgl. den zwélften Bericht Math 
Ann. 78, 8. 416—419. 
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1) Chronologie, mit teils von GauB bereits veréffentlichten, teils aus 
dem NachlaB stammenden Ergiinzungen zu den schon im Bande VI ab- 
gedruckten Sticken; 

2) Nachtriige zur Theoretischen Astronomie, insbesondere die iltesten 
von GauB angewandten Methoden der Bahnbestimmung nebst ihrer An- 
wendung auf Ceres; ; 

3) Alle noch nicht veréffentlichten NachlaBstiicke zur sphiirischen 
und praktischen Astronomie, gleichsam als eine Fortsetzung des VII. Bandes, 
dazu Refraktion, Kreismikrometer und Stellarastronomie; 

4) Eine Gruppe von teils von Gauf8 selbst schon veréffentlichten, 
teils in anderen Veréffentlichungen enthaltenen, teils endlich dem NachlaB 
und dem Briefwechsel entnommenen Stiicken zur Interpolation, dem Nu- 
merischen Rechnen und der Methode der Kleinsten Quadrate. 

Beschlossen wird der Band mit einer Reihe von kleineren, auf ver- 
schiedenartige Gegenstiinde, die sich in die Sparten der bisher erschienenen 
Bande nicht einreihen lieBen, beziiglichen wissenschaftlichen Notizen ( Varia). 
Darunter ist die Ausarbeitung der ersten astronomischen Vorlesung, die 
GauB in Géttingen gehalten hat, eine Handschrift, die Herrn C. GauB in 
Hameln gehért, und die uns von ihrem Besitzer in dankenswerter Weise 
zur Verfiigung gestellt worden ist; ferner die deutsche Fassung der Kin- 
leitung zur Theoria Motus, und ein Auszug aus der 1813 im zweiten 
Bande der Gittinger Commentationes recentiores erschienenen Abhandlung 
liber die Anziehung der Ellipsoide in franzésischer Sprache, den GauB 
dem im Bande X, 1, 8. 378 abgedruckten Briefe an Laplace vom 5. No- 
vember 1812 beigelegt hatte. Die Handschrift dieses Auszuges hat mannig- 
fache Schicksale gehabt. In seinem ,Kloge historique de Michel Chasles“, 
(1892) schreibt J. Bertrand das folgende: ,,...Chasles m’apportait en 
échange un précieux autographe de Gauss. C’était le résumé inédit, écrit 
pour Laplace, du beau Mémoire sur |’attraction des ellipsoides. La dé- 
monstration est réduite au plus petit nombre de lignes qu'il soit possible; 
il semble que Gauss ait voulu, a l’avance, vaincre en simplicité le mé- 
moire tant admiré de Chasles sur le méme sujet. Ce petit chef-d’oeuvre 
calligraphié par son illustre auteur avec une sorte de coquetterie, se trouve 
aujourd’hui & Stockholm parmi les papiers laissés par Mme. de Kowa- 
lewski, qui l’avait admiré, et & qui jen avait fait don...“. G. Mittag- 
Leffler, in dessen Besitz die Handschrift sich jetzt befindet, war so freund- 
lich, uns eine photographische Nachbildung davon zur Verfiigung zu stellen, 
wofiir ihm auch an dieser Stelle der verbindlichste Dank ausgesprochen sei. 

Die Herausgabe der physikalischen Stiicke besorgt Clemens Schiifer 
(Breslau), die der chronologischen A. Loewy (Freiburg i..Br.), die der astro- 
nomischen M. Brendel (Frankfurt a. Main) im Verein mit Birck (Potsdam), 
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der die Stellarastronomie bearbeitet, die der Varia L. Schlesinger (GieBen), 
der auch die allgemeine Redaktion des Bandes tibernommen hat. 

Die ,,Materialien fir eine wissenschaftliche Biographie von GauB% 
von denen das erste Heft (Bachmann) im Jahre 1911, das zweite und 
dritte (Schlesinger) 1912 erschienen, konnten riistig geférdert werden. Es 
wurden 118 drei Hefte ausgegeben, nimlich Heft IV. ,C. F. GauB als 
Zahlenrechner“ von A. Galle (Potsdam), Heft V. ,C. F. GauB als Geo- 
meter“ von P. Stickel (Heidelberg), Heft VI .,,Uber die Wechselwirkung 
zwischen Zahlenrechnen und Zahlentheorie bei C. F. GauB“ von Ph. Maennchen 
(GieBen); das Heft VII. Uber die astronomischen Arbeiten von GauBé 
von M. Brendel (Frankfurt a. Main) befindet sich im Druck; der erste Teil, 
der die Theoretische Astronomie behandelt, wird demnichst ausgegeben 
werden kénnen. 


Bekanntmachung der Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen 
vom 1. September 1919. 


Die Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen hat auf Grund des 
von dem verstorbenen Herrn Dr. Paul Wolfskehl in Darmstadt ihr zu- 
gewendeten Vermichtnisses einen Preis von 100000 Mark fir denjenigen 
ausgesetzt, dem es zuerst gelingt, den Beweis des grofen Fermatschen 
Satzee zu fiihren. Die beziigliche Bekanntmachung ist in den Geschift- 
lichen Mitteilungen 1908 Heft 1 veréffentlicht worden. 














